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AVERTISSEMENT DE LA CINQUIÈME ÉDITION. 


"14 


« Le but de cet Ouvrage est de familiariser avec les mé- 
thodes du Calcul infinitésimal les personnes qui étudient 
cette branche de l'Analyse, et de leur faire nettement sai- 
sir, par des applications variées, le sens et la portée des 
théories générales. À quelques exceptions près, les ques- 
tions proposées ne dépassent par le programme de la li- 
cence ès Sciences mathématiques. 

La première édition a paru en 1856; elle contenait deux 
cent vingt pages. 

Depuis cette époque lointaine, le cadre officiel s'étant 
plusieurs fois élargi, de nouveaux exercices ont dû pra- 
gressivement s'introduire dans ce Recueil, dont quatre 
éditions successives ont augmenté beaucoup le volume 


et notablement modifié la substance même. À chacun de 


\44 


ces remaniements plus ou moins profonds, l’Auteur s’est 
constamment préoccupé d'accroître, par tous les moyens 
dont 1l disposait, l’utilité et l’intérét de son OEuvre, et 
de la rendre ainsi moins indigne des jugements favorables 
dont elle a été l’objet. 

Conformément aux plus récentes modifications des pro- 


grammes, l'édition actuelle fait une grande place aux ques- 
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ions qui regardent la théorie des fonctions d’une variable 
imaginaire et celle des fonctions elliptiques. L’Auteur 
avait espéré tout d'abord traiter lui-même cet important 
sujet, mais les circonstances ne lui ont pas permis de 
réaliser son désir. Du reste, le lecteur n'aura pas à s’en 
plaindre. A la prière de notre éminent Éditeur, et avec 
une bonne grâce dont nous ne saurions trop nous montrer 
reconnaissant, M. Laurent, Examinateur d'admission à 
l’École Polytechnique, nous a fait l'honneur d'enrichir 
cette édition d’un Appendice étendu renfermant de nom- 
breux Exercices du choix le plus heureux et singulière- 
ment propres à élucider les théories délicates auxquelles 
ils se rattachent. 

M. Courcelles, Professeur de Mathématiques spéciales 
au Lycée Saint-Louis, a eu la bonté de nous prêter, pour 
la revision des épreuves, un très obligeant et précieux 
concours; nous le prions d’en vouloir bien agréer 1ci 


tous nos remerciments. 
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NOTATIONS ET DÉFINITIONS 


PRÉLIMINAIRES. 


I LE CR ea ao 
2-0. , UD) n MAN 


EL Ji x. (EuLer, Gauss.) 


): (EULER.) 


IT. Logx désigne le logarithme népérien de x. 


IV. L'expression 


D 


Di 


n—= «A 


dans laquelle & et b sont des nombres entiers, représente 
la somme des valeurs que prend F(n) quand on y remplace 
n successivement par chacun des termes de la suite 


DNA ETUI Aa MN OU b —" x 106. 


La même somme s'écrit plus simplement 


b 
DF(R) ou SE). 


De même, au lieu de la somme 


F(a;)+ F(a@s) CU LOUE F(ah). 


VIII NOTATIONS ET DÉFINITIONS. 


on écrit É 


ou simplement 


quand on le peut sans nuire à la clarté. 


V. Les coordonnées d’un point rapporté à des axes 
rectlignes sont ordinairement désignées par x, y, 3; les 
coordonnées courantes le sont quelquefois par X, Y, Z. À 
moins de mention expresse du contraire, on suppose les 
axes perpendiculaires entre eux. 

r et 0 représentent les coordonnées polaires d’un point 
dans un plan. 

On désigne habituellement par O l’origine des coor- 
données. 


VI. Soient Ax et Ay les accroissements correspondants 
de la variable x et de la fonction y — f(x); la limite du 


AY à Je , 
rapport —— quand Az tend vers zéro, limite qu on nomme 
AT ? 


indifféremment la dérivée ou le coefficient différentiel 
de y, est exprimée par l’une quelconque des formes 


d . 
ge (notation de LEIBNITZ), 


f'(æ) (notation de LAGRANGE), 
D;y (notation de Caucuy). 
On emploie aussi les formes plus simples 
VE dé AUX 


quand il n’en résulte aucune ambiguïté. 


PRÉLIMINAIRES, IX 


Le produit par dx de la dérivée d’une fonction y 
de x est la différentielle de cette fonction et se désigne 
par dy. 

La recherche de la différentielle ou la différentiation 
d’une fonction est donc un problème identique à la re- 
cherche de la dérivée. 

La dérivée de l’ordre nr peut s’écrire 


Lu F(æ), Dry, 


ou encore 
L'ALE (PEER fn), D'Yy. 
Soit 
PEN ÉCRAAEAT 


æ, Y, 3 étant des variables indépendantes; si l’on prend la 
dérivée de cette fonction À fois par rapport à +, la dérivée 
du résultat y fois par rapport à y, puis celle du nouveau 
résultat g fois par rapport à 3, la quantité à laquelle on 
parvient ainsi est une dérivée partielle d’ordren+p+q 
de la fonction w et se présente par l’une quelconque des 


expressions 
dr+Pp+qu du'+P+4 
ADD TENRRR 
4 dx"dyrdz1  0x"0yr0y9 
La dernière, maintenant la plus généralement usitée, 
est due à Jacobi, qui réserve la forme ordinaire de 
la lettre d pour les dérivées des fonctions d'une seule 
variable. 
Ces notations s'étendent sans difficulté au cas d’un 
nombre quelconque de variables indépendantes. 


VII. Soito(zx) la dérivée d’une fonction f(x); l’expres- 


sion 
fs (xVdr, 


X NOTATIONS ET DÉFINITIONS. 


? 


qu’on nomme l'intégrale de o(x) dx, indique une fonc- 
ion dont la dérivée est o(x); et le type le plus général 
d’une pareille fonction est représenté par 


f(x) + C, EG dx + G, 


en désignant par C une quantité quelconque indépen- 
dante de x. 
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RECUEIL D'EXERCICES 


SUR LE 


CALCUL INFINITÉSIMAL. 


PREMIÈRE PARTIE. 


CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


QUESTIONS. 


$ I. — Inrronucrion. — Séries, produits de facteurs 
en nombre infini. 


1. Trouver les sommes des séries convergentes 


ie 299 NT di 
I I I 
2 ee et 3 : 
@) 1.3” 2.4 nin+2) < 
I I I 
(3) NA FAR 
i(Mm+I) 2(m+2) n(m+n) 


Le nombre m est supposé entier et positif. 


9. Prouver la divergence de la série dont le terme géné- 
ral est 
I 
a + nÙ 


FRENET. — Âecueil. I 
L 


CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


3. Démontrer la relation 


p=n 
; nant? — (n +i)atH + x 
T2 ——————— — 
+ (x — æ) É 
“pr 


Cas où 7 croit indéfiniment. 


k. Démontrer la relation 


n=a 


— 


DE 


z+n+2)(r+72+3) — 3æ(z+t)(x+2) 
5. Démontrer la relation 
G+W) E= 1 pr +... 


Line BREL): (be PPS 
me 0 


On suppose u entier positif et x <[1. 


6. Etant donnée la série convergente 


x | r(x +) 72 
En AR AE TA) NS 
xx +h)(r +h)...(x+2,) 

RNA ON PET AE 


on demande : 


1° La somme de cette série, sachant qu’elle est indépen- 
dante des quantités positives non décroissantes h,, h,,..., 
Rosie 
2° Le procédé au moyen duquel cette série a été formée. 


On suppose x <a. 


7. Condition de convergence de la série 


TA a(a +1) a(a+i)...(a+n—:1) 


bte) CAT): (6e NS 


QUESTIONS. 3 
Examiner le cas où æ = 1, et trouver la somme de:la série 


particulière obtenue. 


S. Reconnaitre la convergence ou la divergence des 
séries À 


(so tang® É tang® | © He 
D o — Û ÿ .. € ... 
NOR GE rh à ù rie 
T TX 
On suppose 4>0,x>0, = és 0 


9, Déterminer la convergence ou la divergence des 
séries 


( DORE log séc — 


LA T LA 
(1) logséc-»  logséc 
a a +I 


LA TX 
ee log (1 + tans) log (1 + tang —E—) 
2 


L 
log [1+ tang——— |,.... 
s ( Pa ré s—)" 


On suppose = A = 


10. Calculer les sommes 


pP—=n PpP=n 
Ÿ sin(a + pa), Ÿ cos(a + pa). 
p—=0 p—9 


11. Soit une série à termes positifs 
(A) STONE CT 


dans laquelle chaque terme se développe en une série con- 
I 


Â CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
vergente à termes positifs, de telle sorte qu'on ait | 
HO = u +u +u +... +u +..., 
HUE 0) _n 0) nu MR HUE CENTS 


HG) 200 nn M PER 


(1) (2) (m) 
(wo) 0» (441) s U5 , . s U Je .19 
(1) (2) (22) 
(a) Lis A M TN PT de 
2-0" 119. CN ON D D Ze | , JON 20 | .. L2 L] L] L2 9 
(1) (2) (en) 
(u,) Uns Un os Un see. Un .) 


ce ee ee 0... + seCéalvEs te 


elles sont aussi convergentes, et leurs sommes respectives 
Vos Vis... V,,... forment une série convergente ayant la 
mème somme que la série (A). 

Le théorème subsiste pour des series à termes quelcon- 
ques, pourvu qu’elles ne cessent pas d’être convergentes 
quand on y remplace chaque terme par sa valeur absolue. 


12. Développer 


I TT Ti 
= —— = (1 +) I" ctosz 
I— 2T COSax + x? I + x? 


en série convergente de la forme 
I -t- AT —— CCR + A; Do —+ ARE —+- ee 
On suppose x 1. 
143. Trouver la limite vers laquelle tend le produit 
» «a a [#2 : : FALULO 
P, = cosa cos— cos —..: cos—;, quand 7 croît indéfini- 
2 D 2 


ment. 


QUESTIONS. 5 
14. Si les fractions positives décroissantes 
(1) D UE ele mn as aie 


forment une série convergente, on peut prendre le nombre m 
assez grand pour que les produits 


AD (1 Unit) (1 — Unya). + (1 — Unyp}; 


B, ES; (x —— Um+1) (1 —- Unie . .(r —+- ne p) 


différent de l'unité aussi peu qu’on voudra, quelque grand 
que soit p. 


15. Siles fractions positives décroissantes 
U, Us Uig...s Unge. 
forment une série convergente, les produits 


A, = (1 — uo) (1 — AREA er JE 


B,—{(1+w)(1+w)...(1+u) 

tendent vers des limites finies quand 7 croit indéfiniment. 

16. Si les fractions positives indéfiniment décroissantes 

(1) DRE NANTERRE PERTE 

forment une série divergente, le produit 
An={(1—w)(1—u)...(1—u,) 

tend vers zéro quand 7 croit indéfiniment, et le produit 
B,—(1+w)(1+w)...(t+ 4) 

croit sans limite dans le même cas. 


17. Démontrer que la série 


m DOI — Î[ ... F5 

(1) + m(m—1) D Ne ee pri Te 
I ie ENT 

a pour limite zéro, quand m est positif, et qu’elle croit in- 


définiment quand m est négatif. 


6 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


18. Transformer la série convergente 
1 U; —- Us +. . ae Un +... 


en un produit de facteurs dont le nombre est infini. 
Réciproquement, transformer en série le produit conver- 


gent 
G+m)(r+ es)... (+)... 


(STERN.) 


19. Déterminer les coefhicients A;, A,,..., À,, qui ren- 
dent identiques les deux développements 


P,= (1-22) RE PRE 


Ï 


I1+ Az + A:z +... +A,zt: 


puis former la série convergente qui représente la limite 
de P, quand on fait croître n indéfiniment. 
On suppose x et z moindres que l'unité. 


90. Démontrer les identités 


sin?T\ / sin? T7 


sin MX = MSINT{ 1— 

LE: - , T 

Sin? — Sin? 2 — 

A) ASE 


sin?? 


nt fe 


2 nt 


SANT = MCOCCONNRANMEESee RS RPRE URSS 
T T 
tang?— tang?2 — 
m m 


tang”æ 
1 ————— —— |, 
M—I1T 
LANG? —— — 
D) m 


{ 
Fr tango? æ tang?r 


où m représente un nombre positif impair. 


QUESTIONS. 7 


91. Des relations du n° 20 déduire celles-ci : 


2e 22° 22 \ = z? 
(—1) sinz <T (—1) ÉVITE LE Ne ee cs |? 
T AT NM? — I à 
‘ —_—_— r14 
2 
3 22 3? 
(—i}tsinzs>(—1)23cos72 — | 1 — — — - . 
2 Tr? 4 T? 


dans lesquelles l’are x est compris entre n7 et (nr +—1)r, et 
le nombre entier 7 est plus petit que le nombre impair 7. 


On s'appuiera sur les inégalités 


? 


sin(a +) _sina  tang(a + A). tanga 
TP ETRE FRUITS ? 


C Lee CNE EE 
(G) a+ a a+ a 
qui supposent a et a + k moindres que = et À essentielle- 


ment positif. 


99, Démontrer les relations 
À z\/f z° z? ) 
SInz = 3 | 1— — hs A TT) ee: 
2) ( 7) 97? , 


mn (5 (EE 
(Euzer.) 


23. Vérifier, au moyen de la formule de Moivre, les rela- 


tions suivantes : 


8 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


| n TRI h 
COS(x + 2h) — cosx — sin (+7 2 Sin - 
I n 2 

n h SAT 

— ( }eos(r +22) (asin£) 
2 2 2 

71 Re k hk\S 

+ (5) (+58) (et) 
3 53 2 

« LES 
ie la cos (x +4) (asin © 


ee. 5. © Un eo 7 9, + eo ne ele tt 4e ep Lv een TS 


On suppose 7 entier positif. 


2%. Calculer les sommes 


p=rn p=n 
Ÿ ar co8(a + pa) Ÿ ar sin(a + pa) 
p.—=9 p —0 


et en déterminer les limites quand on suppose que 7 croît 
indéfiniment. 


$ Il. — Différentiation des fonctions explicites 
d'une seule variable. | 


25. 7 (1+ 2x —Ax)(1— 2x + 4x? — 4x), 


1 + 3x — 3x! 
32? — 9x° + 9x — 3 


Dr 


(à 


27, Fo 


(a? — 2)? 


&]rs 


DS, Nbr (ga? — Gabx + 5b?x')(a + bx)*. 


Die 
L2 


29. y —(56%x + 30 ab?x? + fo a'bx +164 )(a + bx) 


30: dy — (op EE EE 


LO. 


k1. 


QUESTIONS. 9 


b si 
r = los] 24e + (a + br +=) | 


2 - 
ss ie 
1+zx) +(i1—r)? 
Dee D je, Es 
({t+x) — (1x) 
lo losrt = tx). 
SON EA #38 
5,38 
29 129 I 
— 1060400 
24 (4 — 5x) rss er 9%) 
BRON GENE 89, nn 
Pier 12 5 Bts 
S — (1+ x) O 
y —= earcsins, 
Y = arc tang — 
(— æ) 
I — a COST 
La arc cos 


CELIE 


T 64 
y = log tang re, : 


Love: : USE I , 
0 3cosx — — cotzx cosécr 
I 5 


tt 
Fc 2 x 
ÿ = arc tang Le tang s : 


Fee æsinz, 
1 
_ UT 
AS, Es (x? — a)° | + arc s6C — - 
a 


4x sinx — cosx 4x sinx — 2 cos he 8 
G 20 COS x 15 cos x 15 
X (x tangæ + log cosx). 


10 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


/ 


ER ie ras GA 0 =) | 


TT I 2p Sin æ 
&8. = —{— — - |) arc tang —— 
2D AMONT m+n+(m—n)cosr 
A I 2.9 sinx 
— + — |) arc tang ————— 
24 \m ñ Mm—n+(m+n)cosx 


On suppose les relations suivantes : 


m=atk+b+e, r—a—b+ce, 
De r (m—n)—92c, .qg’— î (m+n)— 20. 


k9. Les fonctions x, X+,..., x, étant définies par les 
équations suivantes 


Pen M nee FN 
CREANEMES, V y pes vale En EN TN TRE 


trouver la dérivée de la fonction vers laquelle tend x, quand 
n augmente indéfiniment. 
50. Étant donnée la relation 
sinxæ + sin (x + ) + sin(x + 2h) +...+ sin (x + 4) 
4 nh\ , n+I | 
sin (æ + —|sin h 
(1) 2 2 


| | GErS sin ; 


en déduire l’expression de la somme 


(2) cosx + cos (x + À) + cos (x + 2h) +...+ cos (x + »h). 
(n° 10.) 
51. Démontrer les relations 


: (2 + rx) sin zx — nsin(z +1)x 
SINT + 2 SIN2X +...—+ 72SINZ2XT — = 


4 sin‘ — 
2 
COST + 2 COS2T +...—+ 72 COST 
(n +1) cosz2x — ncos(n +1)x—1 


T 
4 sin s 


QUESTIONS. 


89. Étant donnée la relation 


II 


LOF, mr: LL n—I sinzr 
sn? sin («+ SLT E2 0)... 810 | Lit LU rec — 


7 72 


en déduire 


N 
à T POS) | y 
coséc? x+-coséc? (: + 7 +... COSÉC’ (a+ -) —n'coseéc?2x. 
1 


7 


53. Démontrer les relations 


=n 
I 54 I GE 
— tang — — — cot — — 2cot2x, 
ob le) D Le 2n an 
u = 0 
p=n 
I | , T Q2+2 — ] ns e I T 
— AN? — = —— CO 27 — — Cot —> 
9,24 O 2% 3 L oi A5: an on 
h=0o 


Cas où 22 croît indéfiniment. 


$ ILE. — Jérivées d'ordre quelconque. 


De. y —=(a— br}. 
55. y —cosar. 23—sinax. 
86. 7 — cos’x. 


57. y = cos x, entier positif. 


DORE loger. 
1+r 
DENT re 


COR C0 Pr ein0 "2 "ec" sim sin0), 


CR AE cos th c), 


Ê 
62 y—zx(a+bx})?. 
63 y—xæ(i— x}. 
CHR —rlopx. 


_(a++y 
65. ÉTAT 
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06.9 —Ccosbr. tr, 
æ FT RES X L 
67« IR y it RI 
68 7 
ar ds OT x? 
à I 
69. y A2 Dr2 
70 T 
RARE A a+ b'xr! 
5 a+ br 
11 — 0 
T 22 ba 


19,17. —ar0suee 


L 
13. y —archne + 


x sin # 
The y = arc tang ———. 
1 — æ COSa 
75 ut Hf 
Te CAE m entier positif. 
xP - “47 
16. 9 im” Mn et p entiers positifs, p <[ me 


ON ? 
78. Déduire du numéro précédent les dérivées d'ordre 
quelconque de cos(x°) et de sin{x*). 


I 


79, VER 


80. Démontrer que deux fonctions uw et y d’une même 
variable sont liées par la relation 


[ 
| eD'u = D'{ur) — (a D '(u Dr) + a D'{uD'e) +... 


[n 


() | +(1r(?) D'-P(uDre)+...+(—i)'uD'r. 


81, Prouver que la dérivée de l’ordre 7 de la fonction 


CRT 


QUESTIONS. 13 
e*® (x) peut être mise sous la forme symbolique 
Cl Eu D'o(x). 


82. En supposant x = e‘, démontrer qu’on a symbo- 


liquement 


(Den) (ay) = ar DH, 

et conclure de là la relation | 
2Dy— (D, —71) (D; —2):2.[D;—(7—1:1)|Dir. 

83. Vérifier l'exactitude de la relation 


Dr) ner) Enr r) (2x) feu (a) ne 


n(n—1)...(r—2#+#1) 


UE (aairh feed (ar). 


La formule s’arrète dès qu'on arrive à un coefhcient nul. 
54. Déduire de la relation précédente l'équation 


LD o ont) 


1 
d'-1 (1 lle ; 
PoeiEet = (—- 1 pt ST sin, 
dx ñn 


où 
== COS X. 


(O. Ropriquess.) 


85. Calculer les dérivées successives de 
M—laicsint) 
pour la valeur particulière x = o. 
86. Calculer les dérivées successives des fonctions 
y = cosp(arcsinx), z—sinp(arc sinx) 


pour la valeur particulière X = 0. 
On suppose que arcsinx représente le plus petit des 


ares ayaut x pour sinus. 
x * 
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fe 


87. Etant donnée la relation 


arcainy arc siny 


A pis — € [s 5) (à 


calculer les dérivées successives de la fonction y pour la 
valcur particulière X = 0. 
On suppose que x et y s’annulent en même temps. 


$ IV. — Jifférentiation des fonctions explicites 
de plusieurs variables. 


88. u— 272 —54 x'y +36x7°— 8y.. 


| 


89 u == arc 1 tte AE 
EEE 

MORE 

00. tu Le ee 
x — (x2— y2)? 


ASE + rs x? 
91. uw — arctang PME Ra JE 
I 


I — 
99. "u—='arceoee— a = ne 
(t+a+y+ ay) 


93. u — logtang —« 
£ Sy 


0. ve CPGE à 
CAL 
LS — . 
(re 
96 u — SinxCosy sinz + cus.e siny sinz 
| + COsx COSy Cosz — sinx sin y COsz. 
Jr 


98. Appliquer le théorème des fonctions homogènes à 


QUESTIONS. 15 
la fonction 
u—=(r +y + az — (x + y — 2) — (x — 7 +2} — (y +z— x). 


99. Soient 
HER: Vaicri] 


une fonction quelconque des quantités æ, y, 3, t, et 
U=FI(X, Y,Z,T)ce que devient cette fonction quand 
on y remplace x, y, z, t par des expressions linéaires homo- 
gènes en X, Ÿ, Z, T. Démontrer qu'on a 

Of Jf Fi AE OF OF OF 0F 
ER tv 7 T0 
D 0 D Moser on Or 01 2 02 D'or 
Li, V15 Z19 (1 étant les valeurs de x, y, z, { correspondant 


aux valeurs X;, Ÿ, Z, T, des variables X, Y, Z,T. 


100. Soit u une fonction homogène du degré m des 


| : À Ou 
» » , r 
variables x,,x2, xs; si l’on désigne généralement ee 


d?u 


par uw 


a 


et ————— par ux, on a la relation 
dr 0Trg P ak 
mu 
Uis Us Us Uy 
(rt Et 
(3) LETTRE 
L3 U Hi, Up 
J Uss Us: Us 
| Ua Ur Un 
101. Etant donnée la fonction 
U — Co 
; Bu 
TOUVCET, =". 
dx: Oy Oz 
102. Etant donnée la fonction 
Es 
u — arctang es te 
(1+ a+ 2) 


RAT RS d'u Ô‘u à Ou 
\4 à ——_————— ae à ———— -— 0 
Or0y” 0x’ 0y? , 0207? 
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103. Étant donnée la fonction 


2h 
9 


1 1: 2! 
Ur æ(a— y?) (a?— 32)? + y (a? — 32)? (a?— x?)° 


(1) 4 ; 
+a(a— a) (ay) —2ys, 


démontrer qu'on a 


LOU NU + du 
(Re 


(2) 


1 
—=—{a— x)"{at—yt)(a— 2 


10%. Si « et 6 représentent des fonctions de x et y, réci- 
proquement æ et y peuvent être considérées comme des 
fonctions de & et 6. Démontrer qu'entre les dérivées par- 
tielles de « et de 6 par rapport à x et à y et celles de x et 
de y par rapport à & et à 6 il existe la relation 


(aL6,— a, 8) (aire— er) =. 


La considération des déterminants conduit à un résultat 
analogue pour le cas de 7 fonctions de n variables indé- 
pendantes. 


$ V. — Différentiation des fonctions implicites. 
1 


105. ax + by + xy = CASSER 


NT og TE € , 
106: 02 PE 
107. 1+xy =log(er +e-T). 
1080 OBS 
ælogy y log zx 


409 7 —1+xer. 
110. xsiny — cosy + cos27 ==: 0. 


111. y sinxr — cos(z—y)—c. 


QUESTIONS. 


112. y sinrx — ae — 0, 


nu 


113 ee + [séc(zr)]? = 0 


+. M et. 
(1h. aresin (ALT E Ne e. 


PH a — 3x 
115. J°— su arc SINnT + x— 0. 


116. Yarctangr — 7°+ x = 0. 


pp Fe + 
EL PS ar coes. RE he rŸ. 
GS NPA 
Trouver — et 
Es V hors e Le 


118. Étant données les équations 
a+ y— 3z+a—o, 
2 — 27?— x + b—= Oo, 


dz 


de 


trouve 


119. + données les équations 


LH PH — 3xYz — 0, 
Æ+yY+z—=a, 


2 dz 
HoUver —— QU - 
Ar: 


120. Etant données les équations 


+ x + yi+ 2 = ai, 


FRENET. — Aecueil. 


Le) 
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121. Dérivées premières et secondes des ie Qt zetu 


données par les équations 
LORATRATS OUI G, 
++ + = b, 
122. Même question, les équations étant 
TRY QU A, 


te u==0, 


123. Une fonction u de x, y, z, ..., t est donnée par 
l'équation | 
bre us Qu) 40) 


æ et 6 désignant l’une quelconque des variables x, y,...,#, 


on a 
MAD 
dx du 
Ou 1 DE LOS d'f 
da dé DA DAS 6 duxd6 d60ù 
(a) DR PO TO Le 


124. z étant une jonction des deux variables indépen- 


dantes x et y, définie par l’équation 

(1) zx +7f(z), 
démontrer la relation 

(2) D,[#(2)D.s] = D.[e(s)/() Dis]. 


195. La fonction z étant la même qu'au numéro précé- 


dent, on a 
D'z2=D; ‘((/z) D,z], 


et, plus généralement, 


D; F(:)— DER it) D). 


“sise =: Dei os 


\ 


QUESTIONS. 19 


$ VI. — Développement des fonctions en séries. 


126. De la série de Taylor 


_Pn 
| fe 4) = Fe) + AP e) 2 SO (7) 
(1) { hA!+1 
meme (a+1) (2 0 2 
NÉE RE nt ientL 
déduire la suivante : 
| & x" { a 
At + xf'(x) — .,, .+(— Eire MN in) 
(2) | D ACER 
en n+2 =: n+i 0, 
\ Heu PR AETEE EN MR 
el réciproquement. 
127. Démontrer la relation 
br Fo FL: 
| —= f(x) — CARE ARE 
I ) = — fe 
fur 2 + Dax? 
{— 15 FH  LINN A — pr! r?n+2 ue 
(ER IS ue (+ x)"Tt 171) 


128. Etant données les deux séries convergentes 


J=D+aLT+H.. + al +...) 


log mb bi EL one Er. , 
trouver la relation qui existe entre leurs coefhcients. 
199. Développer cos° x en série convergente. 


130. Développer e*°%*cos{hsinx) et e*°%*sin(hsinx) 
en séries ordonnées suivant les puissances entières, positives 
et croissantes de A. 


131. Appliquer la formule de Taylor et le résultat du 
n° 73 au développement en série de 


arctang(x +), 1>x>>—1. 


20 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


/ 


On en déduira la relation 


T ! 
(1) ——9—cosysine + 


COS? Sin 2 9 “ cos? Sin 3 ? 
2 2 3 


..…. 


1 
132. Développer y — log [2 + (1+ xt} | en série Or- 
donnée suivant les puissances entières, positives et crois 


santes de la variable. 


133. Trouver la somme de la série 


x? x! 


T 
te À 


| ue ————— 
‘ (m +1) o(m+2) n(m+r) 


On suppose m entier positif et x <[1. 
134. Développer y = (arcsimx})*. 


135. Du développement de y = (arcsinx}*, déduire 


z De 5 PRNTTARRE SE 
ATCLANP SZ = IS ee pur 2 esp sel PAT 
: tel Vs Rens 
136. Démontrer que tangx est développable d’après la 


re . T . 
série de Maclaurin quand x est <[ =; et trouver la loi de 
2 


formation des coefhicients. 
Même question pour sécx. 


137. Démontrer que les fonctions 
y = cosp(arcsinr), z—sing(arcsinx) 
sont développables en série d’après la formule de Maclau- 
rin, et déterminer les coellicients de leurs développements. 
138. Démontrer que la fonction 
DAC COLE 
est développable en série de la forme 


be te Tr. 
1 + A — © +... + Qu re 
AA ERP 10/1027 


QUESTIONS. 21 
et trouver l'expression du coeflicient 4,, en fonction de 


ceux qui le précèdent. 


139. Si l’on pose 


2 4 2n 
ZT T TX T T 
—cot -—1—RB, — B, — — .. des + MR RTL TR 7 je 
FC 100 THON om 


on à aussi 


x et +I de sn (— ri} tx 
GE —=1+ BB, me à —— +... RP, RME (OR 
2 e*—1 2 1:2.3.4 DNNQUE 
Calculer les neuf premiers coefficients. 
140. Etablir les relations 
I I I I I 
COUT —= — — see AA é 
ZX KR+x fr — X 27 +r 2 — L 
I I I 
tang x — ER CPE. © LE = ADS 
T 75 
Ed Mer na — — + , 
2 5 À 
(n° 22) 


141. Démontrer qu'on a, pour toutes les valeurs de x 
plus petites que x en valeur absolue, 


sin SU Ep ACTE à S, x 
(1) log He BR PER LR EURE LE NE, ee RE 
TZ I T° 2 7x na x?! 
1 S2 x? S, x! 
Qi EE EL er Cr jt ms 
Lg 207 
(2) : 
— (27 PER 
nñn T°? u 
\ ? 
où l’on suppose 
Se CE 
PDT ANT NIET PAT 


(n°® 11 et 22). 
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142. Démontrer les formules 


29:27 28, 4 DSL 
L COIT = I — : TE À se Em OO 
n: Te T 
2(9—1)S.2 0 00 (01t=rSR 
(A) tangr — ) a 
Tr? T° 
2(25— 1})S,45 
+ - 7 
7 
22 B, x? 24B, r! 2€B,rf 
LCOT=I— — —— — ——  —, —... 
1-2 1.5,8 URI RD . 
22(22— 1)B,x 24(9%— 1)B,7x° 
(B) RER re te BE 2e UIbES lee 
192 12 OT 


DS DES AN LEE 


—+- - ; 
L 20 0 
113. Trouver la relation 


26201) BTS 5 Dpt 
x COSÉCT M 


14e 1e 
Gi 2(25— 1)B,x° 
1529740 


144. Représenter par des séries ordonnées suivant les 
puissances entières, positives et croissantes de x, les fonc- 
tions u et y définies par les équations 


x? x? { æ? 
U=L|I+ — 1 + IUT etre 
£) =) \ 2) é 


À x? 2 .2 
= (+) (ed). PP (es 
à D Re 27 +I x? 


et en déduire leur expression sous forme finie. 


$ VII. — Changement de variables. 


dy dy \3 dy \: 
. NET ue — TI — —= 0, 
145 dx? “ (2) FT (2) k 


QUESTIONS. 23 


Que devient cette équation lorsque la variable indépen- 
dante est y? 


LÉ TENTE, 


Prendre t pour variable indépendante, x et 1 étant liées 
par la relation 


(1) Vtr—pliz—q)=(r— op). 


- nu FR dy 
147. Lre DE 


+ by = 0. 


Prendre t pour variable indépendante, sachant qu'on à 


æd d 
188. (1— x!) _ ie 27 er te 


Prendre £ pour variable indépendante, sachant qu'on a 


TE—ICOST. 


æ d 
149. (1— 2) D (ta) + use 
T 


dx les 


Prendre t pour variable indépendante, sachant qu’on à 


et — 1 
PTE 
By dy dy 
150. (a+ x} 7 +3(a+x) dr MALE UE" 0 


Prendre t pour variable indépendante, sachant qu’on a 


t—=log(a+ x). 


Prendre t pour variable indépendante, sachant qu’on a 
en 
(Fourier, Zraité de la Chaleur.) 
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152. Substituer la variable y à la variable-x dans la dif- 
férentielle 


dr 
(1) ie 


(1 — 2 sin?x)° 
x et y étant liés par la relation 
(2) sin(27 — x) — À sinx. 


e Fr T 
On suppose que la variable x ne dépasse pas Ses 


Transformer cette expression en une autre ne renfermant 
ue r c ’on a 
que r et 0, sachant qu 


DT CODE TS 0e 


154 du du 
. LE —— — } —. 
ÔY ? dx 
Transformer cette expression en une autre dans laquelle 
. les variables indépendantes soient r et 0. sachant qu’on a 
Ë ; I 


RS ME TS EE 


d'u d?u 
Het 


Eliminer les variables indépendantes x et y, sachant 
qu'on a 
u — o(r), LU Re 
d'u d?u d?u 


x? "y OY? di Oz? 


O. 


EÉliminer les variables indépendantes, sachant qu'on a 


ue g(r), T'MrRr— nee 


RS 


QUESTIONS. 25 


d?u d'u 


101: de + tr] ne 


Prendre pour variables indépendantes r et 0, sachant 
qu'on a 
a 70080, 00y=—1mSIN 07 


d'u “ d'u re d'u # 
de pd 


Prendre pour variables indépendantes r, @ et o, sachant 
qu'on a 


æ—rcos0, y —rsinb sing, z—7sin6 cos®. 


$ VIII. — ZÆlimination des constantes et des fonctions. 


159. (a ae mb) (x? — OR) Em CUS 
éliminer m. 
160. ax + by +cz+d—=o; 


les variables dépendant de t, éliminer a, b, c, d. 


1 
161. cosx cosy — sinxsiny (1 — é’sin’a }? — cosa; 


éliminer a. On suppose e<[1; le radical est pris positi- 
vement. 


AO 7 —z"o (2) + J'Y (2) = 


TX 


éliminer les fonctions o et 4, 


LT eZ 
163. [44 = (© ne 2): 


éliminer la fonction o. 
164. z—xr9(z) +ry(z); 


éliminer les fonctions pet UR 
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165. z— (ay + bæ)Ÿl(ay — bx); 
éliminer les fonctions ® et . 
RASE RARE 
éliminer Fetr, sachant qu’on a les relations 
r—yplax +cz)— {ar 0}, 
où ® et 4 représentent des fonctions arbitraires. 
1H En CPU 
Lo(x) +4 (r)7? 
éliminer les fonctions + et Y. 
$ IX. — Y’raie valeur des expressions qui se présentent 


sous des formes indeterminees. 


} a" — x" 
108. log(a"}— log(z") pour LL 


L'—= (7 + Rs se n x"+2 
HS Eu ee MN ROUE EEE 


169. 


(1— x) 
110 ME Hat (nr Hi)atttE (on? on — rat — pts 
) (1— x)° l 
pour © — .. 
ui £ 
= (203 — 2x3} (Bat — x?) 
171. 1 ç’ pour x—a. 


[l 
x(8atx+B8ax)— (20 afxt +12 afxf)* 


ae ik 
T— (32a?x—24ax) LE (ours + aa) = (2x8— 43) 


172. ü LL 


3a(9x — 104) + (364 x L 43) (AE &) 


| 


pour ANT 


NC nr À | T 
re + certes 1)? pour x — 0. 
T TE 
17e  —— — — our æ — O0. 
4 x sriett RES. P L 


sé :e 


1388. 
189. 


190. 


QUESTIONS. 


tang rx — TT 
RES =) pour TI 0 


24° lang rt 
log(tangpr) 
A 7, pOur æ — 0. 
log(tang x) 
AA M ENOUrIE — 0. 
NS NC DOUT == 0. 


TETE Te — Jet + 9e’ 


Ace set 1e 


2 SIN?t + sinx — 1 


9 pour GÈE 


O1 À 


2 Sin?x — 3sinx + 

sin(a + b)sin(a + rx) — sinbsin-r 

PRES Pa 
sn(a+b<+x) 


pour TX=T—a—b. 


FCO PESTE = 0 


tang (a + x) — tang(a — x) 
LR PR LL CHRARNE OSEO SRE 
arc tang(a + x) — arc lang(a — x) 
a sinaz — b*sin br 
——————; pour x —o. 
g*sing x — sin 2x 


I tangr 
(= s pour Li 10 


TX 
/ 


e? — esinz 
oem 20 pour AE 10: 
LT — SIN T 


I 
TX — log (1 _ à ; POUTAT ED. 
#4 
tang 7 


PA 24 
D 9 pour UT 
a 


Y* — 96a y? + 100472? — xt — 0 


? d 
Vraie valeur de _ Pour ==: 0 


(y? + 2}? — Gaxy? — ax(2x — à). 


, d 
Vraie valeur de _ DOULEL == 0 


> pour r—0. 


pour Éd à Ve 
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v. 
$ X. — Maxima et minima... 


191. = zx — 8x + 22227— 2x + 12 


MAT af— 251a5+ 20170x?— 566400 x Ÿ 
"HS ALES se + | ; 
6 
193. 7 — rar ; 
LS en Ps 
194. PE en et 
| NT Lo 
199 %0y7— Fe NE 
196. 7 — —" 
(a+ x)? 
197 RU 


x!" 


2 


198. HER ee 

199. + 2yzx?+ 4x — 3 —o; max. et min. de r. 
200. Y°+ x — Bury —o; max. et min, de y. 

201. y'+xi— {ry +2—o; max. et min. de y. 
202. 7?— 2mxy + x'— a'—0o; max. et min. de jy. 
203 u—xt+yt— 2x + {xy — 27? 

20h. u—xy'(a—rx— 7). 


+ TVYZ | | 
pure (a+ r)(x +r)(r +z)(s +16) 


906. u — rx + 25xy + ty!, 
x et y étant liés par la relation 


(+ pr)at + opqrr + (+ gr =x. 


QUESTIONS. 20 
Te u'=— a CÔoS'r + db côos'r 
4 


x et y étant liés par la relation 


A : 
CSSS 
2 


208. RO Cr ee 


avec la condition 


a D c— À, 


209. Trouver sur une droite donnée un point tel, que 
la somme de ses distances à deux points donnés soit un mi- 
nimum. 


210. Quel est le rayon du cercle dans lequel, à un are 
de longueur donnée, correspond le segment maximum P 


Ml 1) Étant données les parallèles AC, BD et la 


Fig. 1 


(=) 
Sc) 
(se) 


À C 


ligne AB, mener, par le point donné C, la ligne CXY, telle 
que la somme BXY + AXC soit un minimum, 
(Vivranr.) 


212. (Fig. 2.) PMO est un triangle sphérique rectangle 
Pig,2, 
4 
0 M 


en M; déterminer la position du point P par la condition 
que PO — MO soit un maximum. 
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213. Sur la ligne qui joint les centres de deux sphères 
extérieures l’une à l’autre, trouver un point tel, que la 
somme des zones vues de ce point soit la plus grande pos- 


sible. 


214. Étant donné un prisme hexagonal régulier, on joint 
de deux en deux les sommets de l’une de ses bases, puis on 
mène par les droites ainsi obtenues des plans également 
inclinés sur la base et formant une pyramide. On demande 
quelle doit être l’inclinaison de ces plans pour que le volume 
total résultant ait la plus petite surface? On ne fait pas en- 
trer dans le volume les portions du prisme qui sont en de- 
hors de l’angle solide au sommet de la pyramide. 


215. Étant donné un cône droit, on demande de le couper 
parallèlement à la génératrice par un plan tel, que le seg- 
ment parabolique résultant soit le plus grand possible. 


216. Déterminer l'ellipse la plus grande qu’on puisse 
obtenir en coupant par un plan un cône droit donné. 


217. Parmi tous les secteurs sphériques de volume donné, 
trouver celui dont la surface totale est la plus petite pos- 


sible. 


218. Parmi tous les vases de mème capacité dont la forme 
est celle d'un tronc de cône, et dans lesquels l’arête fait avec 
le fond un angle donné, trouver celui dont la surface totale 
est la plus petite possible. 


249. Un point lumineux M est mobile sur la circonfé- 
rence d'un cercle donné; il éclaire une surface infiniment 
petite w dont le plan est perpendiculaire à celui du cercle et 
passe par son centre. Cette surface pouvant être regardée 
comme située en un point P de l'intersection des deux plans 
et intérieure au cercle, on demande la position que doit oc- 
cuper le point M pour que la surface w en reçoive un éclai- 
rement maximum. 


QUESTIONS. 31 


L’éclairement est proportionnel au sinus de l’angle de la 
direction des rayons lumineux avec la surface éclairée, et 
en raison inverse du carré de la distance du point lumineux 
à cette surface. 


290. Remplaçant, dans la question précédente, la cir- 
conférence par une droite AY qui rencontre le plan de la 
surface w au point À, et se projette sur le plan suivant 
une droite AX passant par le point P, on demande quelle 
position doit occuper le point M sur la droite AY, pour que 
l’'éclairement de la surface w soit maximum. 


291. Trouver, sur une circonférence donnée, un point 
tel, que la somme de ses distances à deux points donnés A 
et B soit un maximum ou un minimum. 


2922. Inscrire dans un ellipsoïde donné le parallélépipède 


maximum. 


293. Trouver le triangle de périmètre minimum inscrit 
dans un triangle donné. 


294. La surface qui a pour équation 
(ES + y? + Li es ax? + by? 27 c? 2? 


étant coupée par un plan donné qui passe par son centre, on 
demande les distances maximum et minimum de ce centre 
au périmètre de la section. 
995. Surface de la section faite dans un ellipsoïde par un 
plan qui passe au centre. 
296. Volume de l'ellipsoïde qui a pour équation 
ax? + ay? + a" 2? + 20yz + 20'xz + 20"xy — c. 


297. Circonscrire à un triangle donné la plus petite 
ellipse possible. 


298. Inscrire dans un triangle donné la plus grande 
ellipse possible. | 


32 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


229. De toutes les pyramides triangulaires qui ont même 
base et même hauteur, quelle est celle qui a la plus petite 
surface ? 


230. Trouver un point tel, que la somme de ses distances 
à trois points donnés soit la plus petite possible. 


$ XI. — Zangentes aux courbes planes. 


231. Sous-tangente de la courbe qui a pour équation 


932. La courbe qui a pour équation 


2 2 2 
3 
PES EP O0 2 


est constamment touchée par une droite de longueur inva- 
riable qui glisse en s'appuyant sur les axes coordonnés. 


233. La courbe représentée par l'équation 
ne A mer ik 


est coupée en trois points par la droite y = m°x. Trouver 
les tangentes en ces points, et déterminer le point où cha- 


cune d'elles coupe la courbe. 


234. Généraliser le problème de la cycloïde en substi- 
tuant un cercle à la droite fixe et supposant que le point 
décrivant, toujours invariablement attaché au plan du 
cercle mobile, n’est plus situé sur la circonférence. Tan- 


gentes aux courbes ainsi obtenues, 


235. Le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées 
d’un point fixe À sur les tangentes à une courbe est dit la 
podaire de la courbe par rapport au point À. Simetwu 
sont deux points correspondants de la courbe et de la po- 
daire, la tangente en x touche la circonférence décrite 


sur ÀÂm comme diamètre. 
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236. Trouver la podaire de Ta courbe représentée par 


AGE 


le point fixe étant à l’origine. 


l’équa tion 


237. Parmi les polygones d’un même nombre de côtés 
circonscrits à une figure fermée convexe, celui dont la sur- 
face a la plus petite valeur possible jouit de la propriété 
que chaque point de contact est le milieu du côté auquel 
il appartient, 


238. Si l’on mène à plusieurs courbes donnees, à partir 
d’un point p situé dans le plan de ces courbes, des normales 
qui les rencontrent aux points 7, m:, Mm3,..., et que le 
point u se déplace de manière qu'on ait toujours 


2 2 2 


UM HUM HUM +... Cconst., 


la normale au lieu qu'il décrit passe par le centre des 
moyennes distances des points m4, Ma, M13,.... 


239. Soit AMB un arc d'une courbe donnée. La corde 
AB — a étant fixe, on demande quelle doit être la position 
du point M sur cet arc pour que la somme des cordes 
AM + MB soit un maximum. — Solution géométrique de 
la même question. | 


240. Trois courbes étant données, on prend un point sur 
chacune d'elles et l’on demande comment ces points doivent 
être choisis pour que le triangle dont ils sont les sommets 
ait une surface maximum ou minimum. — Cas particulier 
où les trois courbes se réduisent à une même ellipse. 


241. Mener à l’ellipse une normale telle, que la portion 
de cette ligne droite comprise dans la courbe soit la plus 
grande ou la plus petite possible. (O. Boxer.) 


Fuexer. — Recueil, dé 


À LA 
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2192. Podaire de la courbe qui à pour équation 
Eat cos ro, 


le po'nt fixe étant à l’origine. 


2,3. Soit m un point d’une courbe dont l'équation est 


LB )E=O, 


et dans laquelle les variables w et » peuvent représenter : 

1° Les distances du point aux droites À et B; 

2° Les distances du point aux points fixes P et Q; 

3° u la distance du point à A, et v la distance mP. 

Dans tous les cas, si l’on porte, à partir de m et paralle- 
lement aux directions des droites w et », des longueurs 
proportionnelles à f} , f,, en ayant égard aux signes, la 
diagonale du parallélogramme construit sur ces longueurs 
sera dirigée suivant la normale aux points m. 

(JoacarmsrHaz.) 


244. Si l’on fait rouler dans un plan une courbe À sur 
une courbe fixe B, les positions successives d’un point u, 
invariablement lié à À, déterminent une nouvelle courbe 
dont la normale en chaque point passe par le point de con- 
tact des courbes À et B. (Descarres.) 


945. Les tangentes à une courbe donnée étant repré- 


seutées par l'équation 
(x) aX +OY + c—=0, 


quand on donne des valeurs convenables à une variable t 
dont dépendent les coefficients, exprimer les coordonnées 
d’un point de cette courbe en fonction de £&. Vérifier que 
les valeurs des coordonnées obtenues définissent les points 
d’une courbe à laquelle la droite (1) est tangente. 


QUESTIONS. 35 


$ XII. — Construction de courbes. — Points d'inflexion 
et autres points singuliers. 


246. xy = 2a(2ar — eÿ. 
97. ax + by3 — cc — 0. 


248. x! — a? x? + ay — 0, 


QE: 


9h9. y—b+(x—a)"; metn impairse 

250: z'—"«r y + br —=0o. 

951. 3zxt— 6x?y? + 3y— 12ax°y + {ayi— 0, 
952. 2x'— 2ay— 3a'7?— 24 x? + ai— 0. 
DT TJ OA }P a} io; 

254. (by — cx} = (x — a). 


ay? 
255. x — ax Y — Me CPE ETES 


À 
256 270 (a+ r)zp + aa + x) x — 2 — 0, 
257. 16(7*—2ay—2a y!) +(x— {a} — 0. 
258, {2x — au) + atx?— ri — 0. 
299. yx— 272 + 22 — ou?y + aax — 0. 
260. 7° + ax — bxry? — 0. 


DOM Sir SIN x. 


Air fre D'ERSESSR 
() 


263. r— asécé + b. (Conchoïde.\ 


20e ra (tang0 1}. 
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$ XIII. — Rayons de courbure et déveioppées des courbes 
planes. 


966. 3?—2pz+aqr. 
967. 3ay?—x. (Parabole semi-cubique.) 


268 = — _ (Cissoïde.) 


[LO 


969. zx°+7y—a* (n° 239). 


970. y — ae. (Logarithmique.) 


JÉMNMEr—= x (A 74) (Chainette.) 
2 
272 , + (a? — PO ay —0o. (Tractoire.) 
È dx | 
9 
973. r—ae. (Spirale logarithmique.) 
ÀTh EE RSEURENE 
db à 
(7 gs 24 a?) 
975. r'—a? cos20. (Lemniscate } 


276. Épicycloïde (n° 234). 


277. Soient mA—7r la distance d’un point rm» d’une 
courbe à l’origine À des axes supposés rectangulaires, 
p la perpendiculaire abaissée de À sur la tangente en m, 
e l'angle de cette tangente avec l’axe des x, ds l'élément 
de l’arc et p le rayon de courbure; on a 


ds d'p dr 


LE 7. RS 7 ES DEN 


J ——. 
dp 
978. Dans toute courbe dont l'équation satisfait à la re- 
lation 


| 


ANT RTE 


dr b? + de 
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la différence entre l’inverse de la longueur de la normale et 
l'inverse du rayon de courbure est indépendante de b. 


279. Lorsqu'en un point d’une courbe le rayon de cour- 
bure est maximum ou minimum, le contact de la courbe et 
du cercle osculateur en ce point est du troisième ordre. 


280. Soit une droite OM qui passe par un point fixe O 
et rencontre, en À, À,,..., À,, n courbes données {A;), 


(A:),..., (A,). Le point M est tel, qu'on a 
Fe 2. An >) ao mm 
CS ST "6 CASE OM 
di, Go... ny M étant des constantes. Lorsque la transver- 


sale OM tourne autour du point O, le point M décrit une 
courbe (M) et l’on a 


a mi 
— = —— 3 
p COS & KR cos° 


px étant le rayon de courbure de la courbe (A,;) et «y l'angle 
que fait ce rayon avec la transversale. R et u sont des quan- 
tités analogues pour la courbe (M). 


$ XIV. — Géométrie à trois dimensions. 


281. Etant données deux droites D et D, représentées 
par les équations 


(D) : ==, 


(D) te T2 ©, 


on demande : 
1° La direction de la plus courte distance des droites D 
et D, ; 


2° La longueur de cette plus courte’ distance; 


HS 
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3° Les coordonnées des points de D et de D, dont la dis- 
tance est un minimum. 


282. Soient, en un point M d’une courbe à double cour- 
bure, a, b, c les cosinus directeurs de la tangente, «, 6, y 
ceux de l'axe du plan osculateur, w l’angle de contingence, 
u l'angle de torsion; sachant qu’on a les relations 


1 


où À, p, y désignent les cosinus directeurs de la normale 


principale, prouver qu'on a aussi 
da d8 d) 


(2) ET Le SE Er 


283. Déduire des équations (2) du numéro précédent la 
formule connue 


dx(d'ydz—d'zdy)+dy(d'zd x d'xdsz)+dz(d'xd'y—d'y dx) 
(dy d z2— dzd'y)} + (dzd'x— dx d'z} + (drd'y — dy dx} 


284. Les notations étant celles du n° 282, démontrer les 
formules 


(1] d\=au—aw,, du—6u—bo, dr —=yu co, 


et tirer de là l'équation 


V2 = w? + w?, 


Ÿ désignant l’angle de deux normales principales infiniment 
voisines. 


285. Soient M un point d'une courbe C, M, le point 
correspondant de la courbe C, lieu des centres de courbure 
de C; trouver les angles que la tangente en M, fait avec la 
tangente, la normale principale et le plan osculateur au 


point M. 


RL nn. de. 


en 
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286. Soient M et M’ deux points infiniment voisins d’une 
courbe donnée; P un plan mené par M perpendiculaire- 
ment à la normale principale en ce point; P’le plan ana- 
logue en M; le point M étant supposé fixe, déterminer 
l'intersection limite L de ces deux plans, et en conclure une 
représentation géométrique de la seconde courbure. 

(Lancret a donné au plan P le nom de plan rectifiant et 
celui de droite rectifiante à la ligne L.) 


287. En un point M d'une courbe à double courbure, 
déterminer l'intersection limite »m du plan normal avec 
deux plans normaux infiniment voisins et trouver l’expres- 
sion de la longueur M. 

Le point 7 est le centre de la sphère osculatrice dont 
Mm est le rayon. 

288. Si le rapport des deux courbures d’une courbe est 
constant, cette courbe est une hélice tracée sur un cylindre 
à base quelconque. La réciproque est vrale, 

289. La courbe dont les deux courbures en chaque point 
sont constantes est une hélice tracée sur un cylindre à base 
circulaire. (Purseux.) 


290. Etant donnée une courbe AB, on en déduit une 


autre À; B;, en portant, à partir de chaque point M de la 


première, une longueur constante MM, — À sur la normale 
principale en ce point. Trouver les angles que la tangente 
en M, à la courbe A, B, fait avec la tangente, la normale 


princi pale et l'axe du plan osculateur de la courbe AB au 


point M. 

291. Les données étant celles du n° 290, trouver les con- 
ditions : 

1° Pour que les tangentes aux points correspondants des 
deux courbes soient parallèles ; 

2° Pour que les normales principales correspondantes 
coïncident. 
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292. Appliquer à la courbe représentée par les équations 
(1) H=3py, 223: 


les formules fondamentales de la théorie des courbes 
gauches (p. 192 et 193). 


293. Trouver le plan normal, le plan osculateur et les 
deux rayons de courbure de la courbe d’intersection de deux 
cylindres droits dont les axes se coupent rectangulairement, 


294. Résoudre les mêmes questions que dans le numéro 
précédent pour la courbe représentée par les équations 


se, CT Se 


295. Résoudre les mêmes questions que dans le n° 293 
pour le lieu des points d’une sphère tels que la somme de 
leurs distances à deux points fixes pris sur la sphère soit 
une quantité constante. (Ellipse sphérique.) 


296. Sur une demi-sphère dont le cercle de base est dans 
le plan XY et dont le centre O est l’origine des axes, un 
point M décrit une courbe C telle que l'angle o du rayon 
OM = R avec le plan XY est dans un rapport constant x 
avec l'angle @ des plans ZOM et ZOX : trouver le plan 
normal, le plan osculateur et les deux courbures du lieu 
ainsi obtenu. 


297. Soient m un point quelconque d’une courbe tracée 
sur une surface de révolution, r le rayon du parallèle pas- 
sant en m, et o l’angle de la courbe avec le plan du méri- 
dien correspondant; si le plan osculateur de la courbe est 
normal à la surface en chaque point, le produit rsing est 
constant. 


298. Etant donnée une courbe qui rencontre toutes les 
génératrices d'une surface réglée, et telle que les cosinus 
directeurs de chaque génératrice, au point où elle coupe la 
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courbe, soient des fonctions des coordonnées de ce point, 
on demande : 

1° La direction limite de la plus courte distance de deux 
génératrices infiniment voisines; 


… 


. L2 Æ Ô n 2 
2° La limite vers laquelle tend le rapport -; 9 étant la 
ra 


plus courte distance et y l'angle de ces génératricés ; 

3° La position, sur l’une des génératrices, du point 
limite (pornt central) où elle est coupée par sa plus courte 
distance à l’autre. 


299. La génératrice D d’une surface réglée est donnée 
par les équations 


(D) DÉTILS Dit Ni PE Qu 


dans lesquelles m, n, p sont des fonctions d’une variable t; 
on demande les coordonnées du point central situé sur 
cette génératrice. 


300. Appliquer le résultat du numéro précédent à la 
recherche du lieu des points centraux (ligne de striction) 
du paraboloïde hyperbolique donné par l’équation 


x? LE 
den tem - 


a? LISE 


301. Trouver la ligne de striction de l’hyperboloïde à 
une nappe représenté par l'équation ‘ 


(1) Re tele 


302. Les données étant celles du n° 998, si d est une 
quantité infiniment petite par rapport à #, elle est au moins 
du troisième ordre infinitésimal. (Bouquer.) 


303. Dans les surfaces pour lesquelles d est un infiniment 
petit d'ordre supérieur à #, le plan tangent en un point est 
tangent tout le long de la génératrice qui passe par ce point. 


(Surfaces développables. ) 
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304 Toute surface développable (n° 303) peut être 
regardée comme le lieu des tangentes à une courbe à double 
courbure, et réciproquement. 


303. Les plans tangents d’une surface développable sont 
en même temps les plans osculateurs de son aréte de re- 
broussement (n° 304). 


306. La condition nécessaire et suflisante pour qu’une 
surface réglée soit développable (n° 303) peut être rem- 
placée par les relations 


dl dm dn 


= —— = , 
a — lcos9 b — m cos C — r'CO$0 


0 désignant l'angle de la génératrice avec la courbe direc- 


rice (n° 298 . 


307. Par chaque point d’une courbe à double courbure 
on mène une perpendiculaire à la tangente en ce point; 
condition nécessaire et suflisante pour que la surface réglée 
ainsi obtenue soit développable. 


308. Par chaque point d’une courbe À on mène une per- 
pendiculaire à la tangente, de manière à former une surface 
développable. On demande de déterminer, en un point M, 
de l’arète de rebroussement A; répondant au point M de la 
courbe donnée : 

1° Les deux courbures de la ligne A, ; 

2° L'élément de l’arc de cette courbe. 

(La courbe A, est une des développées de la courbe A.) 


309. Des relations du n° 306 déduire l'équation générale 
des lignes de courbure. 


310. Si l'intersection AB de deux surfaces S et S, est une 
ligne de courbure de chacune d’elles, ces surfaces se coupent 
partout sous le même angle; et réciproquement, si deux 
surfaces se coupent partout sous le même angle, et si l’in- 


; 
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tersection est une ligne de courbure de l’une d'elles, elle 
sera aussi une ligne de courbure de l’autre. 


311. Trouver le lieu des projections du centre de l’el- 
lipsoïde sur ses plans tangents (n°235). 


312. Mener un plan tangent à la surface représentée par 
l'équation ; 
(a? — z?}x° —- LR fe ler O, 


et trouver l'intersection de ce plan avec la surface, 


313. Mener un plan tangent à l’hélicoïde gauche dont 
Péquation est 


x COS z — y Sinkz—=o, 
et calculer la distance de l’origine à ce plan. 


314. Le plan tangent en un point du lieu des tangentes 
à l’hélice (hélicoïde développable) fait un angle constant 
avec la base du cylindre droit sur lequel la courbe est 


tracée. 


315. Mener un plan tangent à la surface qui a pour 
équation 


A x? + by? + c?z? — (2 + y+ it (n° 311), 
et trouver la distance du centre à ce plan. 


316. Déterminer les rayons de courbure princi paux des 
surfaces du second degré. 


317. Rayons de courbure principaux de la surface qui 
a pour équation 
xY2 = M. 


318. Rayons de courbure principaux : 1° de l’hélicoïde 
développable (n° 314); 2° de l’hélicoïde gauche (n° 313). 
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$ XV. — Ænveloppes des lignes et des surfaces. 


319. Enveloppe des ellipses concentriques dont les axes 
ont les mêmes directions, et pour lesquelles la somme de 
ces axes est constante. 


320. Enveloppe d’une droite de lorigueur constante qui 
se meut en s'appuyant sur deux droites rectangulaires. 


321. Enveloppe des paraboles déterminées par l'équation 


Tr? 
de ne y 


a étant un paramètre variable. 
322. Enveloppe des cercles donnés par l’équation 
(ets a} + y?= b?, 
avec la condition D? — 4ma. 


323. On donne deux droites OaA, OBB, sur lesquelles 
les points À et B sont fixes et les points a et b mobiles, de 
telle sorte qu'on ait constamment Ou.Ob — aA.BB; trou. 
ver l'enveloppe des positions de la droite ab. 


324. Enveloppe de la droite qui joint, dans une ellipse 
donnée, les extrémités de deux diamètres conjugués, en 
supposant qu'on fasse varier le système de ces diamètres. 


325, Un point mobile décrit une conique C; trouver 
l'enveloppe des polaires de ce point par rapport à une 
autre conique dont l'équation est 


(P) PLANETE 
326. Enveloppe de la droite qui a pour équation 


UT A PYIEET, 
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les paramètres variables u et v étant liés par la relation 
(au es 1) — br = 0. 


327. La spirale logarithmique {n° 273) est sa propre 
polaire réciproque (n° 325) par rapport à toute hyperbole 
équilatère qui a son centre au pôle de la spirale et qui lui 
est tangente. 


328. Par un point quelconque m d’une courbe donnée, 
on mène une droite D dont l’inclinaison sur la normale 
varie avec le point. Appelant p l'intersection limite de D 
avec une droite analogue infiniment voisine, on demande : 
3° la longueur pm; 2° l’élément de la courbe enveloppe 
de la droite variable D, quand le point m décrit la courbe 
donnée. 


329. Si l’on regarde les tangentes d’une courbe À comme 
des rayons lumineux qui se réfractent en tombant sur une 
courbe C, les rayons réfractés enveloppent une nouvelle 
courbe A,. Cela posé, soient rm» un point de la courbe C, 
auquel correspondent y et u, sur les courbes À et À,; «, ©; 
et p l'angle d'incidence, l’angle de réfraction et le rayon de 
courbure en m; faisant en outre um=—r, bim=—=T;, on 
demande la relation qui existe entre les quantités &, #, p, 
r, ri et l'indice de réfraction n — -—" (n° 398). 

sin &. 

330. Un plan variable coupe un parallélépipède de ma- 
nière à en détacher un tétraëdre dont le volume est con- 
stant; surface enveloppe de ce plan. 


0931: Enveloppe d’une sphère donnée dont le centre se 
meut sur une circonférence aussi donnée. 


339. Surface enveloppe d'un plan variable qui détache 
d’un cône droit un cône oblique à volume constant. 


333. On coupe un ellipsoïde par un plan déterminé; en- 
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veloppe des plans tangents menés à la surface par les poinis 
de la courbe d’intersection. 


334. Enveloppe du plan qui a pour équation 
lx + my + nz—= pp, 


les paramètres variables {, m, n étant liés par les équa- 


tions 


Le nr? n°? 
+ m4 n—1, 


UT Are ——",= 0. 
p'— a  p?— b? p'— c? 


3335. Enveloppe d’un plan qui touche deux sphères 
données. 


336. Enveloppe des plans normaux à l'ellipse sphérique 
(n° 295). 
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SOLUTIONS. 


$ I. — Inrronucrion. — Séries, produits de facteurs 
en nombre infinr. 


1. 1° Si l’on désigne par S, la somme des 2 premiers 
termes de la série (1), comme on a 


I I I 


n(r+i) nr ni 


il en résulte 


d'où 
HD D Eeir: 


2° Semblablement, S, se rapportant à la deuxième série, 


de 


on déduit 


(3) (hf (-) 
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d'où 


9 2 


lim S, nr PS 


4 


3° On trouve de la même manière pour la sommeS,, 


qui se rapporte à la troisième série, 


1 I I I I I 
" ! ! ! 
ON cote - CCS Gi: Free 
ce 2 : m n +I n +2 n +im 


el par suite 


MUR I A en I 
him S = ER EROROE RER : 
FAURE Da m 


Li 


Les séries (r) et (2) ont été données par Leïbnitz dans 
une de ses lettres à Oldenbourg (1676), au début des re- 
cherches qui l’ont conduit au Calcul difiérentiel. 


2, Si l’on multiplie chaque terme par b et qu’on pose 


AE" d0; 
on obtient la série 
I I J 
(1) 9 ne L LH, 9 9 
DST ME me x +7 


dont les termes sont respectivement plus grands que ceux 
de la série 


(2) 


I I 
D CENT CT Lin RER 


en désignant par L'un nombre entier quelconque supé- 
rieur à &. 

Or la série (2) n’est autre que la série harmonique dans 
laquelle il manque un nombre fini de termes; la série pro- 
posée est donc divergente. 

Cette conclusion subsiste, que le rapport « soit positif ou 
négatif. 


af Pa: ei 


Re: 7 
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3. On vérifie que la relation est vraie pour 7 —1 et 
n = 2; puis, en la supposant démontrée pour une certaine 
valeur 7, on fait voir qu elle subsiste quand on y remplace 7 
par +1. 

Lorsqu'on fait croître n indéfiniment, il est manifeste que 
le premier membre croît aussi indéfiniment pour les valeurs 
de x qui ne sont pas inférieures à 1. Si l’on suppose x << 1, 
on est conduit à chercher la limite de l'expression 


TRE nn M rl at), 


ou simplement celle de 2x". Or, en faisant x — 


étant positif, on voit que cette limite est celle de 


CA mt 9 DS 
IH AZ + ———— 7 +... 


A e La . ° ,’ 5 
c'est-à-dire zéro. La limite demandée est donc HT 
Er 2) 


k. Soit fait 


il en résulte 


14623 — f(x +1) — 
de même 


fix +i)—f(x +2) — 


(æ+i(x+2)(z+3)(r+4) 


nt fn I)— ne 
Dane / ) (x+n)(x+n+1) (x+n2+2)(x+7+3) 
Ajoutant ces égalités membre à membre et faisant croître n 


indéfiniment, on obtient la relation proposée. 
FREXET. — Recueil. H 
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5. La relation est connue pour’4 — 1, et se vérifie pour 
u = 2 au moyen de la règle à suivre pour la multiplication 
de deux séries convergentes. Afin de la démontrer généra- 


lement, supposons-la vraie pour l’exposant w. En posant, 


pour abréger, 


BCE PU RES Er e 


Gn == 
ñ 1.2. .pP 


on a 
(i+r)=i—ax+ax+...+(—1ÿa,xP+..., 
et pour — 1, | | 
(bic) er RER PRESS 


Le produit des premiers membres de ces égalités est 


(1+ x) #+9, et celui des seconds membres a pour terme 


général 
(—1P(i+a+at...+a)x. 


On a d’ailleurs, comme on sait, 


[it É + EN + AE HOUEE ER) L 
“e I pa 1955 
| etre (Ep ee 0 (RE)? 
1295 d 12407 Es 


par conséquent 
(w+i)(u +2) 
1.2 
(en) (ea)... (#+r) 
12-10 


(r+ x) BU 1 —p+i)r + 


FE (— 1 +. he 
Ainsi la relation proposée subsiste quand on \ remplace 
a par p +1; elle est donc générale. 

Le mode de raisonnement qu'on vient d'employer four- 
nit aussi la démonstration immédiate de la relation (1). 


6. Par hypothèse, la somme de la série demeure la même 


das ss de de 
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quand on remplace par des zéros les quantités h;, 3,...; 
cette somme est donc égale à 


CT 


Il en résulte qu'on à 


Der 2 DD ET à EM LARIUL ER 


LR > + 5 — 
a a a+, aa+h a+, 


TL+HR x +h a —x 


+ © — —— +. 
aa+h a + Be An 


Dr Mel, REA à + D; 


SEE 
a + À, 


L sa 
a + À, a + À, a Sy LE 


et ainsi de suite. Si donc on pose sénéralement 


TX + 22 EE 
RES 
il vient 
€: 
a — TT #4 
: He Here) + aie (1 — a) +), 


| mecs 


ce qui est évident. 
On voit par là que la série proposée n’est autre chose 
qu’une transformation de l'identité 


= 1 


a + œ(1— a) Hat (1— a) +... 


où les quantités #,, &+, &3,... représentent des fractions 
quelconques. 


7. Le rapport du terme de rang 7 + 2 au terme précé- 
dent est égal à 


LPS RE 
7 


et tend vers x quand n croit indéfiniment, La série est donc 
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convergente ou divergente selon que x est inférieur ou 
supérieur à 1. Dans le cas où x = r, le rapport précédent 
peut s’écrire 

[l 

b — Re. 


a + 7 


et l’on sait qu’alors la série est convergente ou divergente 


| br 
selon que lim 7 — 
[42 


a ’ Al e CHR 
-, C'est-à-dire bd — a, est une quantité 
71 


plus grande ou plus petite que 1. Si b — a est plus grand 


que 1, la série rentre dans la formule du n° 6 et a par con- 


CEA 
sequent pour somme Gr . 
D—4—I 


Si l’on a à la fois x — 1, b—a—1, la série est mani- 
festement divergente. 


8h °iSoitte tone 


. | ONE } \ d 
s2 re ce —+- FT M. UT. vu —+- CRC + / TRE ESS 
de FE CENT mo. 
et l’on sait que le second membre tend vers une limite finie 


quand n croit indéfiniment. La série (x) est donc conver- 
gente. 


24. sin w 

Si l’on suppose # <[ 1, comme le rapport “+ tend vers 
l’unité à mesure que l’are u tend vers zéro, on peut toujours 
faire en sorte qu'on ait, pour toutes les valeurs de 7 à partir 


? 
d’une valeur p, 


sin ge 0 


Æ£ étant un nombre déterminé plus petit que 1. 
De là résulte 


À x à £ … È : LAS 
k sin* | + sin let iaine 
a+ p FEES nt a —+— nn 


\ 


I 1 1 ä 
D RTE | SRE 
= + p)" (a +p +1) (a+ n) 
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Le second membre de l'inégalité augmentant sans limite 
avec 7, la série est divergente. 

On reconnaît qu’elle l’est aussi pour & — 1. 

2° Soit &« >1. On a, pour toutes les valeurs de z autres 
que zéro, | 


par conséquent 


I Faite TZ _. va , —.. RME 
Nas) sin (£) + sin (E-)- Va pret VU] (= -)| 


a { 


cos” 


ce qui démontre la convergence de la série. Si l’on suppose 


Mir, On.a 
ses pres I TA ; 
à FN ES ————— 4 + - ; 
Le 4” (a +1} (a + n)° à 


la série est donc divergente; elle l’est encore si & — 1. 


9. Observons d’abord qu'on a, pour toutes les valeurs 
positives de x et pour les valeurs négatives de x plus grandes 
que — 1, 


(A) log (1+x) <Cx. 


Cette inégalité résulte immédiatement de la relation 


| Pr 2 
PRET re US). 


1.2 3 
x?" fe TX ñ 
a CRE 
12.52%" 271 \ 27 +1) 


On tire d’ailleurs de (A) 
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TL Je 


ou, en faisant y — 


Y 
B | ro | 5 


Cela posé, la série (1) revient à la suivante : 


Lg (1 ang © + So ( + tang? se )+. 
33 a +1 


« 


1 re 
al ne je 
s) À Re ft 4 1 


laquelle est convergente en vertu de (A) et d’un résultat 
du numéro précédent. 
Quant à la série (2), elle est divergente (n° 8), car les 


séries 
; TC ; 35 : LC 
ang — ane ge.) ang d_… 
DTA DEA pu ra 
à (2 x ; x ) 
ang | — ang = ang 
o a 8 a — ] ie a + 7 
Fe ce | D Se Re 
4 fs 0 à we 
ÉAANS (5) y tang | ) 1 + tang | 
«a \a — I a + 7 


sont divergentes l’une et l’autre, et, en vertu de (B), chaque 
terme de la série (2) est plus grand que le terme corres- 

pondant de la série (3). 
10. Soit 
NE p=n 


(1) y = sin(a + pa) 


P —0 


Le produit d’un sinus par un cosinus étant facilement trans- 
formé en une somme ou une différence de sinus, on conçoit 
que, si l’on multiplie les deux membres de l'équation (1) par 
2 cosæ, on puisse faire apparaitre, dans le second membre 


: 
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de la nouvelle équation, la quantité inconnue y. On trouve, 
en eflet, 


=An 


p=r P 
(2) 27 cose D) sin(a+p+ ta) + Ÿ sin(a +p—1cx) 
lu e 


—0 


p—0 


où la première somme du second membre représente 


y +sin(a +r+iIx)—sina, 
et la deuxième 
ÿ — sin(a+i- ra) + sin(a— a). 


L'équation (2) nous conduit alors, après des substitutions 
évidentes, à la relation 


On:trouve semblablement que la seconde somme est égale à 


ET (A 0 : 
sin 


2 na 
COS | le 
(2 2. 


sin — 
2 


On obtiendrait par le même procédé la valeur des sommes 


p—?7 


p=n 
DE sin(æ+pa), Se cos (a +pa) 
p—o (n° 24). 


p—9 


11. Pour établir la convergence de la série (uw, ), il suffit 
de montrer que la somme 


u(+1) p utm+8) LE, + atme+P) 


est aussi petite qu'on veut pour "2 suffisamment grand, 
quelle que soit la valeur de p. Or cette somme n’est qu’une 
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partie de la suivante : ( 
LP “E LES LU RL ENS 
(n+9 mn +2? 2 
(B) mA ) + ut? hist Hunt ) 
nico ns ste à eee Dee 


aie DU GP) PATES arts DUTEGES 


ui est moindre elle-même que la somme 
q q 
Hr+0 E H{m+2) EE ,., ,.- Her+?); 


et cette dernière est aussi petite qu'on veut à cause le la 
convergence de la série (A). On établit absolument de même 
la convergence des séries (u,), (us),..., (u,). 
Cela posé, on a les équations 
H(°) 45 + M +... + Un; a me pt), 


(C) HUE ARTE ETS PAL + ptt), 


dans lesquelles pl°), pb), pt#-1) désignent des quantités 

aussi petites qu’on veut quand n est suffisamment grand. 
, . € 

On peut donc supposer chacune d'elles moindre que me 


€ étant très-petit et m très-grand. 
On a de même 


VE + un) +... + AUS + Go 
VOD LUN re eee 


(D) 


€ 
ité $ ‘e plus petite que —- 
chacune des quantités a étant supposée plus p que = 
Il suit de là que les deux sommes 
HO HE HO +... HHEN, MEV +... +<Vis 


ont une différence qui tend vers zéro quand m et 2 croissent 
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indéfiniment; la limite de la première est donc aussi la li- 
mite de la seconde. COREL IN 
Dans le cas où les termes sont quelconques, et sous la 
condition énoncée, on voit que la valeur absolue de la 
somme u0#+0 + ufr)... + uW#P) est toujours moindre 
que la valeur absolue de la somme (B), inférieure elle- 


mème à celle de l'expression 


(mn+41) (m+2) T(m+p) 
H SU PR Re M à 


0 


et l’on sait que cette dernière tend vers zéro, quel que 
soit p, à mesure que 2 croit indéfiniment. De là résulte 
encore la convergence de la série (&), et l’on arrive de la 
même manière à celle des séries (u;), (us),...,{(u,). La 
démonstration s'achève comme dans le premier cas. 

Le théorème subsiste évidemment lors même qu’on sup- 
pose quelques-unes des séries (C) ou (D) composées d’un 
nombre fini de termes. Chaque série de cette espèce peut 
en eflet être considérée comme une série convergente indé- 
finiment prolongée, mais dans laquelle s’évanouissent tous 
les termes dont le rang surpasse un nombre donné. 

Ce théorème important, dû à Cauchy ( 4nal. algéb., 
p. 537), est utile dans la recherche du développement des 
fonctions en séries. {Voir $ VE.) 


12. L'expression 


! 2.X rs 
1— ———— cos , 
1 + x? 
2x 


—— est moindre que l’unité peut se déve- 
nm ; 


dans laquelle 


lopper en série convergente, ordonnée suivant les puissance: 
croissantes de cette quantité, ce qui donne 
À= © 


(1) 7 = Ÿ (22 cos) (1+ 22), 


#=0 
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On à aussi (n°5) 4 


(2) Gr (ner) are 


Or les séries (1) et (2) sont convergentes, et la seconde ne 
cesse pas de l’être quand on y donne le mème signe à tous 
ses termes; il suit de là (n° 11) que, si l’on développe 
chaque terme de la série (1) en une série de la forme (2), 
la série nouvelle à laquelle on arrive en ordonnant les ré- 
sultats obtenus suivant les puissances croissantes de x est 
aussi convergente et a pour somme y. Il faut donc calculer, 
dans chacune des séries que renferme l’équation (1), les 
termes où la lettre x est affectée d’un même exposant. Or 
le terme général du développement qui répond à la valeur À 
étant 


. À j 
(2 cosæ)}(— 12 [s in aa 
12 


on voit que les puissances de x que ce développement 
contient sont de même parité que À. On est donc conduit 


à chercher séparément le multiplicateur de x°" et celui de 
x?rti, £ 


Dans le premier cas, posons 
X+2p—=20n, = dou Ep ETEU 
Le terme général devient alors 


(— 10 [l nt s (2 cosa }'# a??, 
gel 


qu'on peut aussi écrire 


d’où résulte 


An = (— S(— 1)# b és 1 (20054), 


m0 
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Dans le second cas, on pose dans le terme général 
Âtop=on<+i, À—=op+1, et l'on trouve 


u=n 
f[n+u+HI 
! —+-1 
Ang —=(— 1) ÿ (— 1} (2cos a)" 
2U +I 
4 PERS ÿ (n° 24). 
43. On a 
sin 2 4 
COST , ; 
2 sin a 
a sin & 
COS 19) 
2 Na 
2 sin — 
2 
LE 
sin— 
a n 
COS 9 
4 HEC 
2 Le 
RTE A POSE ; 
PE: 
SD 
a on 
ÉOS — — — 
n PTE 
2 Sin — 
1 
et, par suite, | 
«d 
p 22] sin2a 
(1) HAMMAM AARE 
sin — 
n 
d’où résuite 
; sin 24 
imP, ZE ——— . 
24 


La considération de cette limite s’est présentée à Viète 
(OEuvres, p. 4co), à propos de la surface du cercle. Il a été 
conduit, en effet, à la relation 


A 
COS — COS — * * +: COS — 
2 = 
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où S,» , désigne la surface du polygone régulier de 2". côtés, 
et À l'angle au centre du polygone régulier de k côtés. 

1%. 1° On a évidemment 


(x For Um+1) (x + Unti) D I — Um+i — Um 


Ro Une) Us io) Li, 777 PS) MENU NE ol Ent 
(x )( ) ( )Z 


tuD sU» © «ep tels) nateun Dia 6 se + je ‘eo ee Hielbia ar re. cols ssl tte steel 6 RIT NT DITES 


AI — (Unit Ways 9.) 


Or, la série (1) étant convergente, on peut prendre m assez 
grand pour qu'on ait 


Unis Uma res cit p 0) 


æ étant aussi petit qu'on voudra. 
De là résulte 


App 
2° On peut poser 
I 
Up 
Lez 
d’où 
U}, 
(Crise U 
h ei) <: ho 
par conséquent, 
I 
B, Æ Hs Vm+i) (1 ER Pavtle 2 Vi om Cn+p) 


(1 Fay] Un41) (1 es Uma) - . AI | TE 
par suite, 
I 


B, < 


fe 


15. 1° À, décroit à mesure que 7 augmente; il suflit 


donc d'établir que cette quantité ne décroit pas indéfini- 
ment. Orona 


Ay—(1— u)(1—u)...(1—- un) (1— Uni) (1 — Umgs)e + (1 — 4) 


nait Ta Um+1) (1 Lou “ages À ; .(1 = CAE 
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et, d'après le numéro précédent, 
AS AI 


a étant une quantité aussi petite qu'on veut pour 72 sufli- 
samment grand. 5 


æ)s 


2° On voit de même que 
B, == B,(1 + Li) (x + Una) .. 44 re GE 


et comme, pour 77 suffisamment grand, le multiplicateur 


de B,, est moindre que > On a 


LES re 


D; 
Dr) 


EE 
c'est-à-dire que B,, qui croît sans cesse avec 7, ne croit pas 
sans limite. 


16. On voit sur-le-champ que B, croit indéfiniment 
avec 72, Car On à 


B,>œ1+u+u-+...+ Un 
et, par hypothèse, la quantité 
Uo + U, +. . .—+ Un 


croît indéfiniment avec n. 
Quant à la limite de À,, si l’on pose 


T 


D ll} 
RAI 
? L! 
d’où 
LU}, 


NES pen Up 
nr, 


on peut écrire 
+ —=(1+n)(i+e). fi +a) > (+ a) (i+ 8). .(r Hu) 


n 
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, À: 


Lé \ I A 0 , . 
Il résulte de là que a croit indéfiniment avec 7, c’est- 


ñn 


à-dire que À, tend vers zéro. 


17. On a les égalités suivantes : 


m mi(m—1) : (m—1){(m—2) 

TT TON re VE TOO 
(m—1)(m—2)  mim—i)(m—2) (m—1)(m—2)(m—3) 
Le 1% 1.2.3 NS RER 


ce Em = 0 tm ON ER 


later de Pre .(p —:1) 
ue Le ae DA RE 5 
1,0 7 
+ Ge AE mer Ar 
me. DAT 


La valeur absolue du second membre de cette dernière éga- 
lité est celle du produit 


a (-Ht-(-5-(-3) 


et tend vers zéro lorsque p croit indéfiniment, quel que soit 
le nombre positif »2 (n° 16). "ee 

Quand m est négatif, les égalités précédentes subsistent 
encore, et la somme des p +1 premiers termes de la série 
est représentée par l'expression (2), dans laquelle on rem- 
place m par une quantité négative. On sait d’ailleurs (n° 16) 
que dans ce cas le produit (2) croit indéfiniment avec p. 


18. 1° Soient S la limite de la série, S,,, la somme de ses 
n +1 premiers termes; on peut écrire 


1 Us LE SE 
| PE — (1 + u) nn: Ed | à #5 
(1) \ Ii Ru; 
| 1 + UE 
D |, 


1-2, 


+ Un 
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par suite, 


u u 
S = (+) (3 + ; } (+ ee 
LEA 1l+ U, + U 


aa era Et 


\ LEE TRE we en pr Uni 
c'est-à-dire que le produit 


(r+v,) (r +). . .(t+ mm), 


u n 


CR 
IHU +... + Un 


converge, pour z croissant indéfiniment, vers la même 
limite que la série proposée. On voit d’ailleurs que la con- 
dition de convergence du n° 15 est ici satisfaite. 

2° Si l’on compare le produit 


(t+e)(i+m)...(1+0) 


au second membre de l'équation (1), on en conclut 


/ 


U U; 
D le D ue 9 = ——— 


ETS 2eme 9 
I + 4, I + U + U 


Un 


12 U +... LE | A Eu : 


Vn 
par suite, 
VINS — (1 > Pi) Ps Us == (x on ) (I Eu V:)V3s 
et généralement 
Un =(1+n)(r+ mm)... (+ voi), 


ce qui donne une série convergente comme le produit d'ou 
on J’a tirée. 
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19. 1° Posons l'identité 


(1+xz) (1422)... .(1+a"z) IH A; zHA,2+::.+ A2. 
Si l’on y remplace z par xz, l'identité subsiste encore, et il 
en résulte 

(1H A;z+Az+.,.+A,z"t)(1+ xttz) 
—I1+ A; 2x3 + A, 224... + A ami + xz). 


Égalant les coefficients de z7 dans les deux membres, il 


vient 
À» XP + À 1 XP — Ah 2m À pi rois 
9 \ 
d'où 
xP Ar) art 
À, —= p—t3 
I — xP 
et, par suite, 
A n — ant gt — gti al — anti 
MUR LES 1 — x? 1rep 


29 Si l’on fait croître 7 indéfiniment, À, a pour limite 


l'expression 
p(p+1) 
9 


4 


G=s)o—#)..(h—#) 


laquelle diffère de A, d'aussi peu qu’on veut, quel que soit 
le nombre déterminé p, pour 7 suflisamment grand. On 
peut donc poser l'égalité 


a— p œ—p 
(1) RDC 
a 0 &a—0o 


e étant un nombre positif très-voisin de zéro. Observons, 
en outre, que le premier membre de cette équation tend 
vers une valeur déterminée quand p croît indéfiniment, 


° B,.; ’ A 
puisque le rapport TE tend vers zéro dans le même cas. 
. bp 


On à aussi, pour p suflisamment grand et quel que soit n, 


UT el 
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supposé toujours plus grand que p, 


a=p 


(2) D'Aust= limP,+ 8, 


X—=0 


Ô étant aussi petit qu’on voudra. On conclut des rela- 
lions (1) et (2) 


= 0 


s A 
hmb}—= > EE 
=0 


90. La formule de Moivre conduit à la relation connue 
. * nt 2. 
sinmz = mn Ccos—1%siInx — ( 3 ) cos?—8 x siInixr +,.... 


En y supposant 7» impair, elle prend la forme 
(1) sinmT = MSsiNnT(I+ @sSin?T +,..+ Am1sin—1y) 
ou celle-ci 
(2) snmæ—=meos”rtangæ(i+btang r+...+b,_itang-1x),. 
Or, si l’on pose 
SIN VNCL SIN — (M), 

l'équation 

E(Y)=0=Y(I+ y +... + dn17"—1) 
admet m racines, qui sont les sinus des arcs suivants : 


EAU 2T UNE LL 


par suite, la relation (1) peut s’écrire 


: : 2 sin? æ sin? T7 
sin mx = H sinx/f 1 — EE 
ALT 1 T 
SIN? — Sin?2> — 
m m 
sin? æ 
< I ———— \. 

QI T 

SIT 

k , 2 m 


FRENET. — ÆAecueil. 5 
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Pour déterminer H, il suffit de remarquer que, si l’on 
lat e—-0 00 4 


- sinnx VsinmrTr 
= in in = MORE, 
sin T mx sinæz 


d’où résulte la relation (À). 
On arriverail de la même manière à l'équation (B). 
21. Les inégalités (C) peuvent s’écrire 


sin(a—+— h)—sina | h tang(a + h)—tanga h 


; sue 
Sin & a tang a a 


ou bien 

ALT k° he 
SIN = COS NE ENS SSMmA, 
2 2 #1 


atangh[i+tangatang(a+h)] > hAtanga; 


et sous cette dernière forme elles sont évidentes, car on a 


RENE ; 
sin= Fa ne acosa <sina, tangh > h, a(i+tang?a) > tanga. 


Elles s’établissent aussi très simplement par la Géométrie. 
Cela posé, de l'identité 


\ ; sin? æ sin2T 
siInnmT —=MSINT{/ I— Li re = 
Re Gr SANT. 
sin?— SI 0re 
4 m 
sin?æ \ 
UE ; 
MIT Tr 
sin? LE 
2 mn 
on lire 
: me: | 
(1) sins = mn Sin (1—Wi)(1— U2)... [ — Un-1\, 
: 2 
en faisant 
œ 
. 2) 
Sin ? —- 
m 
ML =S, ————— = Uy. 


: T 
sin?72 — 
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Supposons l’arcz compris entre les valeurs ntet(n-+1)r, 
ñ étant plus petit que »; on peut prendre m assez grand 


Z . . T . . 
pour que — soit moindre que —+ Par suite, et en appli- 
nm 2 
quant le premier lemme, on a 


L 9 


2? 2° 3? 
Ua fe Un EE =) 
Tr? ir nr? 
E 2? _ 2? 
u 2 > Um1 : 
PT (n +i)r? is (2) ns 
TC“ 
: 


a nm =) 


c 2? 32 22 \ 2 
— I 1) (1) © |... 
T? 4 Te? FRNTEA ) (n +i)23? 


et enfin 


72 m2 
usine <(—ia(i— À) (1 : )+ 
22 
M —1)" a 
2 
Le second lemme conduirait de la même manière à la 


deuxième inégalité. 


22. Le numéro précédent fournit les deux inégalités 


PURE 


(—i)tsinzs <P, (—i)*sinz > P cos, 
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m représentant un nombre impair quelconque aussi grand 
qu'on voudra. Or, si l’on fait croître m indéfiniment, P à 


L . . L2 72 LA Z 
une limite (n° 45). D'ailleurs la quantité variable COS 


toujours moindre que l’unité, s’en approche indéfiniment, 
car on à 


D 4 


Z » Zz \/ ES Z 
cos2ni- —|1—5i02— D I M SIN? —» 
mn LL nt 


ou 


mn LAINE 
m 


et le second membre de cette inégalité est aussi voisin 
qu’on veut de l’unité, pour 72 suffisamment grand. Il suit 
de là que (—1)*sims est compris entre deux quantités 
variables avec m et ayant la même limite; on en conclut 
donc 

(—1)#sinz = limP, 


22 72 72 
. 2<] Po Pda 
Sins = ze = (LEE RS 
il #3) =) 


Pour tirer de là cos 3, 1l suffit d'observer qu'on a 


1 22 422 \ Et 
. 13 Ü È Z 
SIn22 22 FREE ns hs _ are 
Tr? 22 T°? 32T2 
Sa 131 I ##e 
(27 —1)2r? (an) 


REA 4 32° 432 \ 42? ' 4 3? 
sns=s fie EVA TN 
"horE eme Gr (271) 27 


1 à £ cé ; , L ’ A 
d’où, en divisant ces deux inégalités membre à membre, 


4 2? {72 4 32 
Le Bi 4 = 4 + d 1 
COS3 = [1 — fr — — À ie |... 
ÎLE De (2nr—H1)} TS 


ou 


19 
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93. Si l’on déduit des relations proposées l’expression de 
cos(æ + nh)+isin(x +nh)=(cosx +isinær)(cosh+risinh}r?, 


LA . e k 
on trouve, en posant pour abréger 2 1 Sin me = À, 


cosæ + isine + (7 }< [eos ( + 5) + ésin(e+ 2) | 
1498 Ra Qu SRE 
+(: }« fc o8(æ +3: S)+isin(e+s ©) |. 
[+ Jau+(rjaur+ (fr jatuss.. | 


DE. 2e k CR 
u désignant le binôme cos— + sin —: 


=(cosæ+isinæ) 


Il suit de [à qu’on doit avoir l’égalité 


(cosh + isin2)?=(1+ au}, 


ou bien 
}h h nn 
sen + isnh=1+21 sin— cos— + 1 l: 
D) 
relation qui est manifeste. 


24. Posons 


P—?7 
EE De cos(a+pa), p = D zrsin(a + pa); 
P= D =0 
on Uure de là 
p=n 
u + ip = Ÿ'ær(cosa + tsina)(cospa+isinpa) 
p =0 


p=n 
= (cos a + isina) Ÿ [æ(cosa + isinaæ)]?. 


D =0 
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La dernière somme est celle des termes d’une progression 
géométrique, et elle est égale à 


aænHi(cosa + isinx)?#+i—r 
æ(cosa+isina) —1 


y 


expression qui peut aussi s’écrire 


{æn+1[cos(n+i)a+éisin(n +r)a]—1f(æcosa—1—isina) 
I1— 2% COSA + x? 


On en tire, après l’avoir multipliée par cosa + {sina, 


æ+2cos(a+na)—x"+icosa+(n+i)a]—æeos(a—a)+cosa 
1— 92% CoSa+r? 


æHsin(a+na)—z#tsinfa+(n+i)a]—æsin(a—a)+sina 
1— 2% COSA + x? 1 


Si l’on fait croître n indéfiniment, w et 6 n’ont de limite 
finie que lorsqu’on suppose x <[ 1. On a, dans ce cas, 


cosa — æCcos(a — a) Li sina—æsin(a—a) 
—— I = —— . 


lim uw == , 5 
1—-2% COSA + 2? I1— 2% COS4 + x? 


Remarque. — Le dernier résultat conduit à celui-ci : 


æ sin a | ‘ 
——— = TSINng+...+v"sIn2nu 
1—2%COS4 RTE 


+ æHisin(2n +1)a +... 
in le rapprochant des formules trouvées dans le n° 12, 
on en déduit 
sin2n4 — À» 1Sint, 
sin(27n +1)a = A»hsint; 
et par suite 
B=7r=—1 


sin2na —=(—1)Hsina D ou FA) Ca cosayut 
\2H HI 
= 0 


U=n 
1 + — ( — rein” = 123 Lei a \2Ù. 
siINn(2727 +1)a = ( sr sin x Ÿ 1) ( ue (2 cos a}? 


u= 
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$ IT. — Pifférentiation des fonctions explicites 
d’une seule variable. 


dy : 
25. ET — 4 90 L3 21 2 OT — 2), 
25 sa 4æ(20x 24 T?2+ G ) 
26. = PS. 
dx  (x—:1)t 
97. Fe £ Sais 
dx (ar— a)? 
dy __ 40 # 
: ee es bBr?{a br de 
d 1 7 
2. TV == him(a+bz) + 
dx 2 


30. En prenant les logarithmes des deux membres et 
différentiant ensuite, on trouve 


De (x —2$ 
(re Co) 
Il cest souvent commode d'opérer comme dans cet 
exemple, lorsque la fonction est un produit de facteurs 
élevés à des puissances. 


ds 
; dy en æ? (æ +3) 71? 
81. dx — | T+I | | 
32 TEE beta?) ? 
; DES DA j 
‘ Ya à on: 
33. D = — — — 
æ(1 — x? }? 
34 Gr SPA 


dx ælogx 
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3). Soit 
y log;æ = log(log:x), 
d’où 
dy GE, 


dx  xlogzlog:+”? 


et généralement 


d(lognx) _ 
dæ  ælogrlogsæ...logr1® 
dy 5x3 
36. D 
dy I 
fe ANT (UE Sn 
38. dy SN TETE earcsinx, 
dx L 
(1— x°?)? 
39 YEAR TES, 
: dæ de 
Ga) 
dy 1 
40, dx a+bcosæ 
dy I 
} — = . 
IL. | dx  cosæ 
dy cost 
42. dx — sic 
1 
43. A AU MS 
dx. 2 a+bcosæx 
44 CAR Ve sinæ 
Le RP cosxlogx + —— ) 


dr = x Ag 4 


45. dy (=) 
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46. Les trois parties dont expression se compose ont 
respectivement pour dérivées 


æ(1+4sin?æ) 4x(i+2sin?x) 8x 
5 cos x ‘ 15 cost æ ”  15cos?x” 


dont la somme se réduit à 


cosiæx 
a 
47 dy acosre sinx 
DS D È FR 
a \2 a \?2 
eee sinv TN) arm 


Aya 1 
dx  a+bcosx +ccos2xæ 


48. 


49. La fonction æ, tend vers une limite finie, car en 
désignant par &;, &+, ..., an les exposants de x dans x, 


as a+ = a (i- re Eat 
DD PA lie ah 1 PQ ma) 


ÿ I I [ 
an= a (+ pq Re ei 
° ° , —- # , 
La limite de a, étant a il en résulte que +, tend 


q+1 
vers x79-!, dont la dérivée s'obtient immédiatement. 


50. Il suffit de différentier par rapport à æ. On obtien- 
drait de la même manière la relation (1), en partant de la 
relation (2). 


91. Qu'on fasse x — o dans les relations du numéro pré- 
cédent, puis qu'on y remplace X par +; en différentiant les 
résultats obtenus, on arrive aux formules à démontrer. 
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2. Il suffit de différentier deux fois de suite la relation 
qu'on trouve en prenant les logarithmes des deux membres 
de l'équation donnée. 


53. On remplace a par x dans l’équation (1) du n° 13 
et l’on opère ensuite comme dans le n° 52. Si n croit indé- 
finiment, on a deux séries convergentes dont les limites 
sont respectivement 


I ) 
— —2Cot2T7, + +4 cot?27 — 
æ 3 À 


T2? 


$ III. — Dérivées d'ordre quelconque. 


dry 

O4. ar =(—b)tp(p—1)(p—2,...(p—n+i)(a—bzr)r-n. 

1 dry T 

Do = ar cos at +n — |: 
dxn 2 
dr z À TC 

pr CDI ST (az + n =). 
« 
d’où 
dry dr cos2x 


= 91—-1c0os(2%7 + n Ë 
dx" 2, dxn 2 


On déduit de là 


nt ; NP —1 \ 
= —9%—10cos (+ DE) = 27-1sin (+ ): 
2 


dr sin?x 
dx" 


57. On sait comment, au moyen de la formule de Moivre, 
on exprime les puissances entières de sinx et de cosæx en 
fonction des multiples de l’arcx. Les résultats auxquels on 


SOLUTIONS. 79 
parvient peuvent s’écrire 
h=2p j 
h : D: 
(rm PP SiInPr — (—1)r > (— 1 x) cos(2p —2h)x, 


2=0 
h=2p+1 


: 2 p +1 s 
92 ) —|(— ) ET) — 
(2) 22P#1sin?2r+1x—(—1) AT 1 ( h }sin Gp +1 21)#, 
F0) 


Ep 


É9) mcosre = Ÿ (7 )c0s(p—2hyr. 


R=0 


La dernière formule donne, en ayant égard au n° 59, 


URNTT > h y A a 
= ED) cos | (p DORE EST | 


dx" 21 


4 


Si la fonction proposée était sin?x, les relations (1) 
et (2) conduiraient à deux formules analogues, l’une ré- 
pondant au cas de l’exposant pair, l’autre au cas de l’expo- 
sant impair. 


DEA n—1 ns 
D8. PB Lt) Le (n=1)(nE-2)02.9.21177P, 


59 PAERRERE 


de (1—æ}" 
et, par suite, 


diyeunidrt(i— 2)? n(n—1)...3.2.1 
dx , TO dont ui. PT rit 


60. C2 = exs)[ cos(x sin0) cosô — sin(x cos0})sin0| 


— ercosl cos (x sin0 + 0); 
d'y 
dat 
dn x 


dx 


— evc0sÿ cos(x sin0 + n0). 


— exe) sin(x sin0 + n0). 
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61. On a iiertiquement 
eat[cos(bx + c)+isin(bx+c)] = eax+ilbx+o), 


Appelons w le premier membre de cette égalité, il vient 


d'u = (a+ bi)? eax+i(bx+c), 
dæn 
Posons 
a b Ar 
— 7 = Cosa, | 5 = Sing; 
(a?+ b?)}? (a? + b2)? 


la dernière égalité peut s’écrire 


dr u 


dx?n 


LEA 
—(a?+ b?)?[cos(na+risinna)] 
X [cos(br+c)+isin(br+c)l|esz. 
S1 l’on remplace maintenant w par sa valeur et qu’on iden- 


ufie les parties réelles dans les deux membres, ainsi que 
les parties imaginaires, on trouvera 


dn[eax cos(bæx + c)] _ (a? + Pi) Ac Coste tort 


dx" 
dr[e2xsin(bx +c)] 
den 


n 
— (a?+ b?)?eax sin(br +c+na). 


62. Si l’on désigne par w et v deux fonctions dex,ona, 
d’après le théorème connu de Leibnitz, 


dus " du de dn-lu  n(n—:1) do dr-?u 
= — HN © + ——— ——— + 
dx" dx dr dut 1.2 NA TrARTPUEE 


En l’appliquant ici, on trouve 


N|S 


p 
fn n( ; n—1 Na) 
diy _ dr(a+bzx) PNA (a+bzx) 


dx — dxn dx'-1 2 
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et cn vertu du n° 54, 


dy b n—1 
(2) p(p—2)...(p—2n+s4) 


P Fr 
x [na + (£ +1) ba | (a+ bx} 


63. En appliquant le théorème de Leibnitz (n° 62) et 
supposant que p n’est pas un entier inférieur à 2, on a 


dry | 4 pP p 
—— = Al1i— Enr L re 
se pP—R+I1-xX 
0e) et TEE Te re | 
NERF EEE (i— x}? OM 


avec la relation 


Li 


A=p(p—1)...(p—n+i1)(i—æ)PxP-r. 


Si ñ = p, l'expression devient 


LE ER AY e A0 LG — x )F — (P)'a — æ)P-ix 


NA us D — 2 AE 
+(2)e M)Pr2 ral 


/ 


G4. En faisant sur p l'hypothèse du n° 63, on a 


1 UE A AE pli av À RES PE Feel 

A) 0): he 

+ (nr) (E EE. 
pm \u pe J 


avec la relation 


A=p(p—1)(p—2)...(p—n+i1)TrP-A. 
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Si n = p, l'expression devient 


\ ’ 


ces D) LOT AUNES 
1.2.3...p[loge+(?) ()+3 (6). 
+ (E)+.): 
pe pe 


65. Dans l'hypothèse du n° 63 et observant qu’on a 
y =(a+æx)r.(b + x)Ts, 
dn y | (5 q a+T 
F2 AN OP EN 
dan 1/p—n+1b+x 


+0)z g(q +1) (ae | 


2 nb I)(p=n Ho) (GES RS 


où l’on a fait 


App). (p=n +1) GES. 


66. y = (eat cosbæ).æP. 


En posant 


e = tanga, 


et ayant égard aux n°% 61 et 62, on trouve 


dry 


nm 
2 
dx 


— eax(a?+ b?) 
cos{bx+(n —1)2] 
1 
(a? + b?}? 


+(%)rt M) rs cos[br+(n—32)a| su | 


2 
(a? + b?}? 


X bre na)+ (F)par-1 


En opérant sur l'expression æ?e(*téix, on obtiendra à 
la fois le résultat précédent et celui qui convient au cas 
où sinbzx remplacerait cos bæ dans la formule considérée. 
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/ 
l 1 I 
67. = ta): 
par suite, 
day. 1.2.3.:.n0" I (— 192+1 
der 24 (a — br)#1 à (ae paye | . 


Si z est pair, on peut écrire 


nm 


nm s112 2 
dry pra RUE Ÿ n +I RARES 
dan  (a?— br?)t1 dp | 22 


et si z est impair, on a la formule 


n—1 


n 3 RMS 2 n 
d A = 1.2.9 ( zu, jantes D? y2h+41, 
0 


dx (a? — b2x?)r+1 oh =] 


On peut appliquer ici la relation du n° 83. 


I 1 I 
| 


En opérant comme au numéro précédent, on trouve 
pour A pair 
nm 


ñ n LATE 
d'y æ. _1-2.3...nbn > ( 4Na SE Jar-thbthasrn, 


dæn  (a?— b2x2)+1 eg | 2/2 +1 
et pour 72 impair, 


n—1 


ñn n—1 Ur ÿ 
d #4 = _1e2... nb > ca nl ) an-2h+1 p2h 2h. 
0 


dx? NZ (a? — b? æ2 )# +1 3 À 


69. On obtiendra les formules demandées en rempla- 
çant d par &b dans celles du n° 67; mais on arrive à des 
résultats plus simples en posant 


I 1 i I 
a 
a+ by? 244-107 a +ibæx 


\ 
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d'où ) 
CPAM T2 Eee TON 1 É | 1 
des 24 ro Fm a 


Si l’on fait a — rcose, bx —rsins, le second membre 
devient 


1.2.3...n0n 


AD 


LE 
da(a-t+ 0272), 


+ (—1)tcos(n +1) —(—1)"isin(n +1)®]. 


[cos(n +1)? +isin(n +1)v 


Il en r‘sulte pour n pair 


L() = 
# 1:22. n07 bx 
= (1) es LG +1) are ere | , 


a(a?+ ba?) ? 


dry 


dax? 


el pour 7 impair, 


dr LES 
(co 


dx" 


12.001107 ; bæ 
nn . oœ . 
mi sin (na +1)arctang ; 
a(a? + bæ?) ? 
On peut aussi obtenir une formule unique pour les 
deux cas; en posant en effet 


I f T 1 ; 
a+ b?x?  2ai (ga UD ur ‘ 
et opérant à peu près comme tout à l'heure, on trouve, 


quel que soit n, 


dry FAT TLENE 4 a 
—— = |A En) arctangz |: 
a(a?+ b?x?) ? 


(Lrouvizre.) 


On peut appliquer ici la relation du n° 85. 

10. En remplaçant b par &b on rentre dans la question 
traitée n° 68; on obtient d’ailleurs des formules plus sim- 
ples en opérant comme au n° 69. 
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dy __." 2ab 


dx  a'— b’xr! 


La question est ramenée à celle du n° G7. 


| 


d LH < Auer 
TL — fie) (rx) ; 


Ti (1 — x) 


Appliquant ici le théorème du n° 62, et observant qu’on 


a (n° 54) 


nr 
2 


d’(a + bx) ed Be RE mn PA 
dxP = ae 
2#(a+bx) è 
il vient 
k=n 
dti 1.3...(272 —1:) 
Ep 15... (ar - EX pes (Ja 
dx"+! CR 
on(1— x)" (1 — x°)° Van 


où l’on a fait 


A 139.241) esp 


(2n—1)(27—3)...(2n7—24 +1) \1+<x 


On peut encore ici appliquer la relation du n° 83. 


par suite (n° 69) 


d'y sin 29 sin” 
2 (ou n—1 _ æL 
LE Pare (r—0)(r Ve 
où l’on a 

PT n 

ATOS TS — 12. 
a 2 
dy sin «& sin « 
+ 


dr | 1—9xcosa+z (1 — px) (1— gx) 
en posant 


COS + ÉSiNa —p, COSa — isina — qe 
FRENET. — Recueil, 6 
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On tire de la 


et par suite 


Ve PI | He ee d'—\(1 — 2] 
D — q — 5 © — | 
da ai 


dx" 


ou bien (n° 54) 


LE I OL 
der 2i 


Si l’on fait 


p'ü—gzÿ} —g'hi—pz} 


| (1— 2x cose + x} 


I— xCOSa — pCos®, æxsinæ —psin0 
p 2 p , 


l'expression 


P'ÉTT)GUES pr 
se réduit à 


2ésinn(æ<+0)p", 
et, par conséquent, 


d'y 


Enr L' sinz(x +6) 
AS du Q ) 


n 
2 


(1— 2x cosa + x?) 


15. Premier cas, mn pair. La méthode de décomposition 
des fractions rationnelles donne la relation 


I I I I 
x" — a" MORE NEIL EC T+a 


m—9 2hT , 27 
= cos —+- 1 SIn 
à I = m m 
LT Re PA à hr . 2hr 
T — a COS — jasin 
. m m 
mn — 2 2 0 T 2 h T 
ren cos — isin 
< m m 
MARNE 2 TT 27 
TX — a cos 


ET) 
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Posons 


CE 


2hAr 3 
X'— 2x COS — + a! 
m 


il vient 


rt Dr ED ste 72 L I 
di" #7 ) ma"! (x 4 a &; (% + a+ 

“A 2 hr L 
SN Cos EE + (2 + ten | 
2 


DEuxiÈME cas, m impair. On obtient encore, au moyen 
de la décomposition des fractions rationnelles en fractions 
plus simples, 


1; I I 
an — a" NAT E— aq 
TL 2hr NOT 
: cos —+- :sin 
" I à m m 
LT mA 2hAT 10/2 
XI — a COS — {a sin 
m m 
ni 2, À T PUR h T 
cos — j SIN — 


ZX — a COS “Énasin 


ne I ? m m 
mat 2 AT or 
? 
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En faisant une hypothèse semblable à celle du premier 


cas, il vient 


ñn 
24 RTE DT 1 
dx" 13 ma" (& me PIN 
m —1 2h 
024 007 2 Lo Er + 1)9u 
sie (— 1° pe 
4 ; n +1 
1 
— Ma” à hr 2 
2 x? — 2aAX COS — + a? 
m 


76. En opérant à veu près de la même manière que 
dans le numéro précédent, et adoptant les mêmes nota- 


tions, on trouve pour mn pair 


- 2hAT 2 
2 4 — 2axXC0S +4! 
nt 3 


et pour m impair, 


DE 162070 7 I 
Les A 
dx" MEL AE EG NUE 
1— 2hk(p+i)r 
— cos] UNE + (a+ rex | 
1H Der 2 a )g 
+ EREET LT re 
: Ê n +1 
— Mar P ti 1 D "7 
À e— 2 ATX COS = "À a) 
m 
LE CEE y + AT Lee ON .. 
à dx 12 2 dx? Te 71 dx" 


— ee:czh eh, 
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Or on a 


2CL)2 
EP—rTE2cxh + LIRE EN 


ee à 


2 


c 
eh —1—+ ch + AV ER 
1.2 


Mulipliant ces deux dernières égalités membre à membre 
et prenant le coeflicient de L”, on trouve qu'il est égal à 
I 


=. TU n PAU — 1\et(ox\r-1 
RTE Le (22) mit Fe ( 


MIE DER cçaayet +] 
12 
d'y 


s’obtiendra donc en multi pliant cette quantité par 
di" 


OR LT 1 


La méthode qu'on vient d'employer peut servir dans plu- 
sieurs autres cas. On arriverait d’ailleurs au mème résultat 
en appliquant la relation du n° 83. 


78. cos(x?) + i sin(x?) — ce’; 
par conséquent, en vertu du numéro précédent, 


d" cos (x?) RONA) 
da" de 


= eir? Le (2x) + HET — 1) LAURE 


con nin—1)(r7 — 2)(7r — 3) 


eye... |. 


1.2 


Remplaçant les puissances de à par des exponentielles 


sn 

À ip— 
au moyen de la relation 57 —e ?, le second membre de 
l'équation précédente pourra s’écrire 


n—1 
2 


ee +) + n(7r — 1) (22) ME ) +. 


CURE 
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On déduit de là ' 
d" cos(x? L 
POSE) (aa cos (a+ ; : 


n— 1 
+ ar —1)(2x)—" cos (se HO <) 


1}. 7607 ORNE 
1.2 


n—2 
x< cos [+ à r) +... 


Il suffit de remplacer les cosinus par des sinus pour ob- 
PAST 
DIT 
ri 
79. Après avoir différentié un petit nombre de fois, on 
s'aperçoit aisément que la dérivée n°"° de y est de la forme 


PP Ts 7 MALE etn—1) NT ER PS: 
(er Pur T0 1 

on peut donc poser 
Er, 


G) (+ 


= ae La, elri)e ea. 
D'un autre côté, x ne recevant que des valeurs positives, 
on a la série convergente 


HORS 9 —3r : 
VERRE CET CE EEE 


d’où, en la différentiant 7 fois, ce qui donne encore un ré- 
sultat convergent, | 


fn 
(2) ie = (—iM(mes— res + Bre—s— ,..), 
On a aussi 
n+I (r+i)r 


(3) (er) ni (Ne e"T + CRI PEL RREES 
I 


12 


Multipliant les équations (2) et (3) membre à membre et 
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observant qu’en vertu de la relation (1) le produit des seconds 
membres ne doit renfermer qu'un nombre fini de termes à 
exposants positifs, d'où résulte que les termes affectés d’expo- 
sants négatifs se détruisent mutuellement, il vient 

| a 


x! 


— qM ENT Co ae n ri ÿ) etr—1)z 


ab | — Anh OU fete. 
1 | 1) 


(— 1} (et + is 


(Laprace.) 


80. La relation est évidente quand 7 — 1. Afin de l’éta- 
blir généralement, prouvons que, si elle existe pour le 
nombre », elle existe aussi pour le nombre 7+1. Or 
on a, en différentiant les deux membres de l’équation (1), 


pv Di x + De D'u 


. n 
IE nus D? (x De 
(2) ; et 


+ ti) D'-t(uD'e)+...+(—1}D(uD'e). 
Si d’ailleurs on remplace dans (1) # par Ds, on trouve 


| De D'u — D'{u Dr) — d D'-!(u D?v) 
OI # 
| (9) Drap) 4 rruDre). 


Retranchant membre à membre la relation (3) de la 
relation (2), il vient 


PDF y — Dei up — # À) D'(uDr) 


ar. t 13 1 D t{uD'e) +... +(—i)ttuD'#tr, 


COOINEAITS 
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81. On trouve, par la formule dé’ Leïbnitz (n° 62), 


LR 
Dr[erro(x)] — «1 Laetr) + | (à a1Dy(æ) +... 


— 


LE (r) a"—P DP 4 (x) +... + D y (2) | 
n 


et ce résultat s'exprime d’une manière concise par la forme 
indiquée, si l’on conçoit qu’après avoir développé la puis- 
sance (a + D}?, chaque facteur D“ reprend sa signification 
habituelle d'opération quand il est suivi de la fonction @ (x). 


82. 1° On a 
D,(x"D:7) =D DE TID, 2 nr D PEER" D eme 
et par suite, 


(1) (DIN ED) EP 


Si n —1, lient 


(D, — 1)æD,7 = D:7. 


Or 
D — D, y D. L, 
d’où 
DE Dar: 
donc 
(2) z'D?y7 =(D;—-1)D,7. 


Pour n — 2, l'équation (1) donne 
(D; 2) DE TD ;:7 
et, d’après ce qui précède, 
a$Diy = (D,--2)D; —- 1) D,7; 


et ainsi de suite. 


smèlers um at sant ll À 
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83. Cette relation se vérifie immédiatement par le cal- 
cul pour les premières valeurs de 7. Afin de l’établir géné- 
ralement, supposons-la démontrée pour une valeur # quel- 
conque et cherchons à reconnaitre qu’elle subsiste pour la 
valeur 7 +1. En diflérentiant les deux membres, on ob- 
tient dans le second, pour le coeflicient de f(#+179 (x°), 
J’expression 


nin—I1)...(n7—2k +1) 


NE PRET: ART 
n(n—1)...(rn—2k+53) 


OR ER NS RR ET ee PERMET « n—2h+1, 
Par TÉTAÈIT Tr) fan ealt2s 


n—2k+1 


dans laquelle le multiplicateur de (2x) est 


LNRMES RE Eee [(2—2k+1)+24] 
(re +i)[(e +) —1)...[(r +1) —2#% +1] 
Aou l 


LE 


On voit que la loi de composition des termes du se- 
cond membre dans la relation proposée subsiste encore 
quand on y change 7 en n7 +1; la formule est donc géné- 
rale. 

On peut appliquer cette formule aux questions des 
n° 67, 69, 72, 73 et 76. 


84. En vertu du numéro précédent, le terme général 
CU RNA 


du développement de Tee 


est égal à 


(r—1)(n2—2)...(n —2}x) 


ne P CREUSE (es 


On a ici 
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et par suite, FE 


« 2k+1 
2n—1 2723 2 k +3 —— 


FEI) TN à ES 2 : : 


Pour faire apparaitre le produit 
13.B:09 72) 


qui figure dans le second membre de la relation proposée, 
observons qu'on a 
(272 —1) (27 —3) ë (24 +3) 
2 2 2 
ohk—n+1p 

1.3.5... (24H71) 
RD 16.727 

o°hk—-n+1 P 
(AA 0) RETIENS TEE 


On aura donc, pour le terme général du développement 
qu'il s’agit de former, 


(Mr ye hs CUNSESENESES SNS 
(A+i)(A+2)...(24 +1) 
( 2 k+1 
Vi 1)(r—2)...(n7—24) ue 
LADA 
ou bien 


E n : 
(— 1} te ï cos"—2#— 14 sinftia, 
2k +1 


Ce résultat, rapproché de la formule connue (n° 20), 


; , În à 
SIN 724 =— 72 COST 1 SIN — (2 COS Tex Sin re 2 


, 72 . 
+ (— 1) cost til sin Utig NPC 
7 \2k +i 


démontre immédiatement la relation proposée. 
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Cette importante relation, attribuée ordinairement à 
Jacobi qui l’a donnée en 1826 dans le Journal de Crelle, 
appartient en réalité à Olinde Rodrigues (7hèse sur l’at- 
traction des spheroïdes, 1815). M. Hermite en a présenté 
une généralisation très-remarquable dans les Compte 
rendus de l’Académie des Sciences, année 1865. 


85. On a 
dy 18 ARTS 
4 (x Len 
NN que 2æ arcsinr. 
dx? I — x° res “ÿ : 
et par suite, 
dy d 
et. — Le — 2 = 0. 


d'y ” LT 
— (72 = 1) A = (fr 


— 2 mms mn — L 
(1 à) (27 1)æ > 


772 


On déduit de là, pour x — 0, 


c’est-à-dire 


quand 7 est pair, et 


d'y , 
(+) = 2.22,42,6?...(r —1}?, 


quand n est impair. 
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86. On a 
dy sin (y arcsinx) 
—— = ——— 7) 
F 2) 
d'y TAG 6 : À 2 3 
EE a sin ( arcsinr) — cos (pm arcsinæ); 
dx? ÉRe à 1 — x? 


et par suite, 


d'y dy 
en nr pre 
(1 er Xe GED 0 


En différentiant 7 fois cette équation, il vient 


n+42 à 
ia, 


d v'itr2 


der 


EE RE PAR 2 
no dant! ( F ) dx" 


— (272 +1) 


(1— x?) 
On déduit de là, pour x = 0, 


ESS 2 M d'y + 
(re ) — (7e Su à ) (Fe ne 


Ce résultat montre que toutes les dérivées de y sont nulles 
quand 7 est impair, et qu'on a, pour les valeurs paires 


de », 


[ METE à _ 1 à 2 5 2 
) = ee(ué = 21) (1 — 47) (= 76) 


MATE 
On trouve de la même manière 
/ dr+? 3 
(=). =e. 


quand 7 est pair, et 


dr de | 
Le ).= (1) pme SA 


quand n est impair. 
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87. En opérant sur y comme dans le numéro précé- 


dent, on trouve 
pe 7 


d'Py LE FN sa —(— 1}P+tu(u? + VUE 3)... (u+2p+i js 


0 — — 
dx?P 2? dx??P+3 


$ IV. — Différentiation des fonctions explicites 
de plusieurs variables. 


88. du—3(3x— 27) (3dx — 2dy). 


89. du ——— (7 dx — xdy). 
(a+ pe) (et — 72) 


bi, 


>(y dr — dy) 
90. du = nl , 
Er) 
LACET 2 2dx dy 
; CORACSES 1 + y? 
d. d 
92. db " —- A —e 
ES Er LEE Pa 
NAS 2 (y dx — xdy) 


y?sin se 
Ja 


9% DNA ñz)dn (cr ax) dy + (ba Elcr)dz 


(cz — ax) 

4 d £2t(x dy — y dx 

95. RSS SÉRRNfne EE} 
(x +2)" ER 2 

96. du — (dz — dy — dr)sin(x + y — 2). 


MOI dL == Y 21" (og logz dx + : log z dy + = : 
Ji Z 


du Ou Ou 
98. 5 — 24J2 M 7 = 2427; DERTTA LE 


99. De l’équation 
RON ZT fr ya z TE), 
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on déduit par la différentiation 


OF. Of dr of dr of 
OX “0x 0X : dy 0X Ton OX 

à _of dx of or of de 
(1) dr OÙ or OO 
A , 

: of x of èr of d 

— de OT L'or NO 


* On a d’ailleurs 


. WRe Sn ie mi Ne 


ù OY 


| : : Or 
st égal au coeflicient de X dans x. — au coef- 


OY 


ficient de Ÿ, etc. Si donc on ajoute les équations (1) après 


les avoir multipliées respectivement par X1, Y,,..., L:, 


il vient 
CHERE DPF Of Of 
Rx or ER 11) SAS 


Cette proposition est utile dans la théorie des coordonnées 
homogènes. 


100. D'après le théorème des fonctions homogènes, on a 


MU— LIU + d'ala + Lsls, 
M—I)4 = Unit idiot dla, 


Ua Li ln + 'allir + La Us, 


Ÿ 
—— 
A 
em 
> 
EN 
= 


\ 
Mit | T; Us; + Lo Us DE DANCETE 


Soit H le premier membre de l'équation bre Si l’on mui- 
tiplie respectivement par x, x+, x, les colonnes de ce 
déterminant symétrique et qu'on remplace chaque terme 


SOLUTIONS. 0 


de la dernière par la somme de ceux qui appartiennent à 
la mème ligne que ce terme, on trouve, en vertu des équa- 
tions (2), 


Up Ur AU: 
H >, 


DER 


ns] 
Lt 
2 


ANT à te EURE 


Usi Us: Us 


‘Opérant sur les lignes du nouveau déterminant comme 


on vient de le faire sur les colonnes du premier, il vient 
\ 


ui ILE ui 
Hi 
ENT AE Uoi Ua U 
MI | 
| (m—i)ju (m—i)u, mu 


? 


d’où résulte la relation QE 

Il est évident qu’on obtiendrait une relation analogue 
en procédant de la même manière, si le déterminant H 
était formé avec les dérivées secondes d’une fonction homo- 
gène u d'un nombre quelconque de variables indépen- 
dantes. 

Ce déterminant, utile dans plusieurs questions d’Algèbre 
et de Géométrie, est dit le déterminant de Hesse ou le 
hessien de la fonction u, du nom du géomètre qui en a fait 
le premier de remarquables applications. (Consulter, à ce 
sujet, le Journal de Crelle, i. XXVIIT et XXXVIIL. Vos 
aussi SyLvESTER, Journal mathématique de Cambridge 


et Dublin, 1. VI.) 


Bu 
— XV 2222\el3 
101 boy De (1+ 3xrz + z'y22'le 
2 4 ; 
102. e tee RE La, 
Or OT _ er à 
< (1+x+ 2) Y (1+ a+?) 
Ofu LI— 5(x°+ 72) — 6(21 + y) + Sir? y? 
—— — 15 : 
0207? it 


Nan 
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Ou 4! 9 
ré : 


103 (a —x} = 


dg À 3 de 2 09 
ASE LE en te u; 
par suite, 
> LOT du 
9 2 MAIN E DITS .2 \ RTE rs 
(2, 4e so or 2 
et enfin 
36 u AL 3 af 
(ar 28) (ar pe (a D QE fe joe, 


C4 


Le premier membre de cette équation ne changeant pas 
quand on y remplace x par y, y par z et z par x, il en ré- 
sulte la démonstration demandée. 

On peut observer en outre que, si l'on pose 


x = d'en Sn EURE Tant, 
l'équation (1) devient 
u = a&sin(a + B ++), 
du { du (S du 
\ ox PE y ss 1 LE x dr dz 
æ), COR RE | 
Ox (5 dz 0Y (& 


cé qui n'est autre chose que la relation (2). 


104. Soit 


a, 
n 
ee 

En 
ds 


(4 = As 


SOLUTIONS,. 07 


différentiant cette équation successivement par rapport à 
a età 6,en y considérant x et y comme fonctions de ces 


variables, il vient 


IRAN LUE AS 
0x (se Dre DE ed 
u, ce qui est la mème chose, 
(2) LE 2 DEN CR ARE 
La relation qui lie 6 avec x et y donne de même 
(3) O0 Da Oe Ml——6,te-h 6,76 


Si l’on pose 
1 I ! 
ax 6} -—- &y pee , 


on tire des équations (2) et (3) 


Nr, — 6, A je dd 8e, 
Arte = — a NY & 
d’où résulte la relation (r). 
Cette relation peut s’écrire 
| æ, y bæ, re 
(4 ] | ! ! X | ! ! — I ? 
6; 6} | Fanrée 


et l’on reconnaît immédiatement sous cette forme, en effec- 
tuant le produit des déterminants par la règle connue, 
qu'elle n’est autre chose qu'une identité. Ce produit est 
égal, en eflet, au déterminant 


CAT en: EE id: 
Ur Ta + AYVYu  ArTe SE ay J'6 | 


Gare ere + 67e | 


dont la valeur est r, à cause des équations (2) et (3). 
La proposition exprimée par la relation (4) subsiste 
pour un nombre quelconque de fonctions #, 6, ..., w d’un 


FRENET. - - Recuerl, 7 
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même nombre de variables indépendantes x, y, ..., &. 
On le vérifie absolument, comme on vient de le faire, en 
s'appuyant sur les résultats obtenus lorsqu'on différentie, 
par rapport à toutes les fonctions ©, 6,...,0), les relations 
explicites qui expriment la valeur de chacune de ces fonc- 
tions au moyen des variables indépendantes. On a vu qu'il 
n’est pas nécessaire de connaître ces relations; il sufhit de 
savoir qu'elles existent. 

Ce qui précède conduit à envisager des expressions de 


la forme 
m0 Nc ie I 
ne | DROLE CE 
| k « 
| LA LA ! 
Î Oo ,. } CELA or 


Cette expression J est dite le déterminant fonctionnel 
des n fonctions &, ©, ..., w de x variables indépendantes. 
La considération en est utile dans un grand nombre de 
questions. On la nomme aussi le déterminant de Jacobi ou 
le jacobien des fonctions indiquées, du nom de lillustre 
géomètre qui en a donné le premier les propriétés et fait 
connaitre toute l'importance [ De determinantibus func- 


tionalibus [ (Journal de Crelle, t. XXIT). 


SV Différentiation des fonctions implicites. 
105,1 2 ES ÉTRRNERRE EEP EEE 
C'ENRR (b+x)(ax + by + xy) 
106. © — Te - 
dx n(y?— x?) + 2xy 
d r 
107. nt ee 


d 2 1 ogz 
108 MEL Le IUT AS 
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d à # 
109 7 — 
dx 2—7 
Res. 
* dx  92sin2y — siny — cosy 
LA sin? y + 
_.siny Sin2y + COSY — I 
ul PLU NAT SUR + j° 
>. dr 1—cosÿy—ysiny 
l 
en, Salé (1— cotax). 
dx 1— ÿ 
À 
113 DEA y tangæy (sécxy)? + 2e” ya 
PAT MRC y 
x tangxy (secxy)* + 2e* x? logx 
RER Es tan) 
7 x tangxy — 2x7 logx 
TU 7 
rar ie 
Cet exemple rentre dans l’équation générale 
2)=« 
VA 
qui conduit au même résultat. 
1 
FE Se FR À 
Doris) 
dx j 
Pre UTeT | 
116 dy Y+H2r +22 T2 ri) 
dr  (1+z’)(27 — arctangr)  (1+72)(y+ x?) 
x 2 
curat SARMERT CRRR E? 
dx + che Ve 
L18 dy  3(1— 2x2) dz __1—6Gx! 


dx 4y(z—3)’ dr 2(2—3) 
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D Cp Us 


du LYAX — VMS CE ml 
190. — —- RS em ne 2 ci) 
dx L'ÉCOLE LT T2 +41 
Z u?— 11? Oz u'— y? 
REF FAR u?— 7? dy re ee? 
7 ROME ET O4 z2— y? 
dx a) y uw — 27? 
2e d'u u(at— m2 p+ xt 24 z(u— x) 
02 0 pe Anar) L 
2& du u(at— z){at— pt) + zu xt){u— 73) 
I 
0x dy 0x dy [u?— z1)3 
Oz du v{r— mp4 (y ut} + u(z— 7°} 
0y° 07? (u?— 72}3 
Ôz su + Oz sl 
199. 22 EUR ns 
0x x(u—z) Or (u— 3) 
du ZT) NOT UT) 
Ox x(z—u)" dy y(z—u) 
ARS tu (u—z}+{u—x}+(z—r) 
dr NO æ'(u— 2} J 
0’z 1 d?u MER AE ER Cd om AA 
0x 07 OF GT xy(u— 2) 
0?z 7 (u—z}+{(u—y}+(z-r) 
— = zu . 
0y? dy? J'(u— 2} 
2 ve Ou Ou ’ ù . 
123. Il suffit d'éliminer FR et SE de l'équation qui 
7 
O?u : : 
donne ——— pour obtenir la relation 
Ôx 06 
OR OPAREOTT 
(a Of | 06. Ouo5 ,L Ÿ 96 Qads 


Ou} 0208 O0 | àf df qu | a 060 on 
Ou Ou? | Br Ou du 
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et l’on voit immédiatement que cette équation ne difière 
pas de la proposée. 
124. On déduit de l'équation (1) 
to) D 40%) Dès 
Le premier membre de l’équation (2) est égal à 
®’(2)D,zD;z + o(z) D.(D,2), 
ce qui revient à 
9 (2)/ (2) (De 2) + g(a) fe) (De) + e(2)f(e) D? 2, 


résultat qu’on obtient également en développant le second 
membre. 

On peut dire encore : quelle que soit la fonction z des 
deux variables x et y, on a identiquement 


D, [p(z) D,z] D, [p(z) D, z|. 
Or, pour la forme particulière de z que l’on considère, 
l'équation (3) subsiste; l'équation (2) subsiste donc aussi. 
125. Considérant le cas général, on a (n°124) 
D,F(:)=F'(:)D,2—F'(2)(f:)D. 3; 
donc 
D; F(z) =D, {F'(2)/(z) D:z] = D,[F'(z) (72) D. 2]. 
On aurait de mème 
D'E(3)=D;|F'(z)(#) Diz|; 


et enfin 
D'ECAE DE = IE/(z\ (72 )D22 1 


Cette formule, donnée par Duhamel, lui a permis de 
démontrer d’une manière très simple la série de Lagrange. 
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pe 
$ VI. — Développement des fonctions en séries. 


126. 1° Il suffit de poser k— — x dans la formule (1) 
pour avoir la formule (2), où 8, représente un nombre com- 
pris entre Oo et 1. 

2° Soit fait 

f(æ)=F(h—1x), 
d’où 
Fe) =(— 1 EU — x). 


1 équation (2 2) peut alors s’écrire 


F(4—x)—F(2) —xF(h—x)— 


112 n+1 
— LE FO) (2x) => ne F#1(4—0, x), 
12.072 1.2...(72—1) 
ou bien, en posant h— x = 3, 
F(z+zx) =F(z) + zxF'(2) + 
x? D'ALLRL 
——— F0) (z ——— fn") 0x 
PRET" TETE ARTS 


résultat qui ne diffère pas de la relation (1). 


127. On pose, dans la série de Taylor, 


TX 


CET 
128. Diflérentiant les deux équations proposées, on 
trouve 


(a +ax+ ar +... Hart +.) (bi +2 ba... + nb,art+...) 
=+2r +... + nan EU +,... 


En égalant les multiplicateurs de x"-! dans les deux 
membres de cette égalité, il vient 


RO = DAS OMIGEE.  Enb ae 


its à 


ni cn der.‘ 


SOLUTIONS. Édà 
129. Comme on a 
4cosæ — cos 3. + 3cosr, 


il en résulte 


32? BL 3 ar 
+... Le nn tn es 
FR 4 HÉBENRE 


CON TU — 


130. En posant 
essecos(»sinr) —f(A), 


on reconnait (n° 60) que la série de Maclaurin est appli- 
cable à cette fonction, le reste de la série tendant vers zéro, 
quel que soit À, à mesure que le nombre des termes aug- 
mente indéfiniment. On a donc 


2? 


ehcoszcos( A sinx) — 1 + — cosx + —— cos2r + ... 
I $ 
2 
À — COSA2X +..., 
NAS PURE r 


On trouve également 


; 1 LOT h2 
eñcoss sin {À sinx) — À sinr + sin2r + SLT 4 
Lui 1124,9 
PL 
Æ ———— sinnr +... 
Hot 


On peut observer que les développements qui précèdent 
résultent immédiatement de la relation 


z 7 
Cine LEP OC he er en, 
I RSA der 1 2 


en y remplaçant 3 par (cos + sin). 


131. On vérilie aisément (n° 73) que le reste de la série 
de Taylor, dans le cas de arc tang{(x + h), tend vers zéro à 
mesure que z augmente indéfiniment, pour toutes les va- 
leurs de x dont la valeur absolue est inférieure à l’unité. 
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On a donc le développement 
ERA 
are tang (x + 2) = arc tangx + 2 sin°g — ex Sin?g SIN2p +... 


n 


fin , 
+ (— 1) a sin"o sinzo +... 


où 
£ — arctangr 
3 (a € g: e 
En faisant À — — x, on trouve la série (1). 
132. On a 
+ F2 
y =log(i+ x) + log| 1+ en il 
(1 + x?) 


Pour x 1, log(1+x?)* se développe d’après la série 


® T Fe 12 ’ 
de Maclaurin, et log | : + - | en série ordonnée 
(+) 


suivant les puissances entières positives et croissantes de la 


quantité -. Ces développements demeurent conver- 
(1 +zx!)? 
gents quand on prend tous les termes avec le même signe, 
et il en est de même pour le développement en série ordon- 


née per rapport à x d’une puissance entière posilive aquel- 
PI [! q 


RL. donc (n° 11) 


conque de . 
(+) 


Y = AIT + Ar? + Asa +... + A rt +... 


Les quantités A, se déterminent simplement par la mé- 
thode des coefficients indéterminés. On a en effet 
dy 


mn = Ai t2Ax+.. +nA +... = (147) 


COS 
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Or 


si 1 r2 cs 
in 0? 1) 
= TR ENET: 


(1 + x?) LAS RS RTE 


la quantité À, est donc nulle toutes les fois que 7 est pair, 
et, pour n—=2p+1,0na j: 


1.3...(2p —1) I 


Atos AE RNr 2p +1? 
par suite, 
£ 12 A 7e 
log[e+ (+ ]= x 1 re Rens 


Ce résultat reproduit le développement de arc sin z 
quand on remplace x par iz. 


133. On a 
1 —= n=ao ‘ 
SE I 15 Le 
= ——— = — — — : 
nim+n) m n m+n 
= | n—1 
or 
M==e 
4H I 
lo , 
ñ 1 —= + 
Me 
et 
= © 


LA I z° a 
— log ge a 05 eue Me 0 à A0 a me LC 
m - 72 I— x 2 m 


n=1 


Par conséquent, 


(1 — x") log(r — x) As! ( ri =) 


T+— +... + — 
mx" PCT D) In 


Y — 


Cette équation subsiste même pour x =1{(n° 1). 


134. La série connue qui représente arc sin x est con- 
vergente pour toutes les valeurs de x comprises entre les 
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limites — 1 et +1 et pour ces limites mêmes, abstraction 
P Ù 
faite du signe des termes du développement: il en résulte 
5 ) 
que la fonction (arc sin x }? se représente aussi par une série 
convergente dans les mêmes conditions. On a donc, d’après 


le n° 85, 


. 2 TE 2 x" 24, 22 + 
(arc sinx) — hr SD QU Ro 
D HONTE 2 ET 
t 3. 5. né ta Did sin” 


On arrive au mème résultat en employant la méthode 
des coefficients indéterminés. 

Il est clair qu'une puissance quelconque entière et posi- 
tive de arc sin x donnerait aussi lieu à une série conver- 
gente pour toutes les valeurs de æ qui ne sont pas en dehors 
des limites — 1 et +1. 


135. En différentiant l'équation du n° 134, il vient 


arc sinx 2 22 ER) 
(1 — x) 


relation qui suppose x compris entre les imites —ret 27 
Soit fait ; 


z 
Ut DOUFERIT EL 


ME 
d’où résulte 
arc sinx — arc tangz, 


et par suite 


arc tangz k Le RER +} 2.À Es à 
> Le —> I — ——— ee Te : 
ë 1 +- 7° 3 1+ 2° 3.5 \1 + 2° g 


De cette équation et de la relation connue 


T I I 
4 — arc tang à —+ arc anse 
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on déduit la suivante. commode pour le calcul de x : 


Le TL 2. La \ 4 2740 
= li HE [PSE (2) SRE 
sf, 

10 


136. Soit 


tr a Ce A LE 
Mn sin (r-— sin x), 2. 


0 T ’ LE X- 
SR NONra Te 5° tangæ est développable en une série 


convergente ordonnée suivant les puissances entières, posi- 
tives et croissantes de sinx, et la convergence de la série 
ne cesserait pas d'exister si tous les termes étaient pris po- 
sitivement. Comme il en est de mème du développement 
en série d’une puissance entière et positive quelconque 
de sinx (n° 11), on peut donc poser, en remarquant que 
tangx est une fonction impaire, 
3 


LE Æ? 
DB TER NEA 


NE Ye it Er 


a+ 1 


+ Ts —————— + ,,., 
1.2..,(22 +1) 


Pour trouver la loi qui lie les coeflicients, différentions 
(on +1) fois les deux membres de léquatior 


y cosx = sinx, 
ce qui donne (n° 55 et 62) 
cos y (+1) + (27 +1) cos (- 2 2 re a 
2 


Aie ti 
Ps s(x (2n+1—2p) 
( ) cos(x + pry +... 


: 27 I 
= sin (+ tr). 
2 
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Faisant x = o dans ce résultat, of'en tire 


2n +1\ 
Tri TS D | Ton +. on 


/ 


(EE 


2p | (— 1) Tonti—2p Re — (— 1}. 


En suivant une marche tout à fait semblable, on trou- 


verait 
2 ri x?! 


, T ; 
seCx = 1<+T, —+ T, —— +. . Ton — +. CR 
129 1224004 102 


"AT 


avec la relation 
27 TC 
Tu — )Tus+e+(— ir ( ) Ton +0 
2 2pP 


1571002 
_.  p(arcsinr}  pt(arcsinæ)t 
sr 1.2 ne RENE DE: 1e 


et cette série demeure convergente quand on y prend tous 
les termes avec le signe +. D’un autre côté, 2p désignant 
un nombre entier positif, on a (n° 134) 


(arc sinæ }P = x? + aa Pr? + ax Prin ,.., 


les coefhicients a,,-a,,... étant tous positifs et la série con- 
vergente. Il suit de là que le théorème du n° 11 est ici ap- 
plicable et que la fonction y se développe en une série de 


la forme 
Y=I+ Ar + A;xt + Ars +... 


Les coefficients de ce développement devant être iden- 
tiques à ceux que fournit la série de Maclaurin, il en ré- 
sulte (n° 86) 


SOLUTIONS. [00 


Une marche tout à fait semblable donnerait 


ZT — 2 
I 1.233 Hs 
3— 1° 2—(27n2 —1}) 
+ (—1) (pe ) Lu É ANSE En 
; 1 2:7 (22 +1) 
ÿ 
Ces remarquables formules sont dues à Euler. 
138. Comme on a 
À ke 1 sin?.r 1.3 Sin‘x LE 
— COST PS ee j 
TT sin ?  sinx 6 Date) SH à 


il en résulte (n° 11) que la fonction paire y peut se déve- 
lopper en série convergente de la forme 
à 
x? T4 x? 


=l+G— +, ——— MO lu mt 2 nur minue. P 
cd EATRE DE NO ds EE e ? 


. . T 
du moins pour les valeurs de x qui ne surpassent pas -: 
2 


dr . ; 7e 2 
Pour calculer &a>, — (TZ » diflérentions 2721 fois l’é- 
7 dx?" à & 
quation 
Hsnv—#cosx: 
il vient 


, 2 +1 , 
in + Pt à) y + (ar + )sin (+ 2 )y +... 


æ : 21 — 2 I 
+ ( Mn )sne+ à) en +. 
2pP 2 
+ (22 +1)sin Ér = y) sin yr+#1) 
D} 


End À 


2 
— x COS (a+ 2 +) + (an +i)cos(x + nr), 
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1 


d’où l’on tire, en faisant x = 0. 


He 27 HA 
= Li Jat+(r ay +. 
\ 2 2pP 


+ (— 1)" (272 +1) am (272 +1). 
C2 102 RCRT: 


139, Si l’on pose 


YF=rOIr 327 


la question revient à démontrer que l'on a 


(1) = (es). 


On déterminera les coefficients relatifs au développe- 


% e TA ny 0 
ment de la fonction paire désignée par z, en diflérentiant 
2n +1 fois les deux membres de l'équation 


(et — et)z — x(et + er), 


ce qui donne 


(e°+e*)z+(2n+il(er —et)z +... 
27+I 
+( 
P 
= x(er— et) + (an +i)(er+ et), 


| [er +(— ri) e-t]2@) ER... + (er — 675) 20r HR) 


et d'où l’on tire, pour x = 0, 


LA 27 +1\ /d'z he 2n +1\ /dPz 1 
2 ETS 2p dx* | CCE 


PAPE) (=) =er+i). 


dx’ 


En rapprochant ce résultat de celui du numéro précé- 


, 


À ; 
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dent, on en conclut la relation (1), ce qui démontre la pro- 
position énoncée. 
On aurait pu la déduire aussi de l’égalité 


POULET RE T.. à. 
ie EU 

Les nombres B, sont appelés nombres de Bernoulli, du 
nom de Jacques Bernoulli qui les a le premier introduits 
dans l'Analyse ({rs conjectandi). Euler s'en est occupé 
souvent; il a montré que ces nombres jouent un grand rôle 
dans plusieurs questions, notamment dans la sommation 
des séries. Les dix-sept premiers ont été calculés par lui, 
d'après une formule qui permet d'obtenir l’un d’eux quand 
on connait tous ceux qui Le précèdent ( Calcul différentiel, 
IT° Partie). Laplace a donné l’expression générale de chacun 
de ces nombres indépendamment des autres (Lacrorx, t. I). 

Voici les valeurs des neuf premiers nombres de Bernoulli: 


I I I I ü 
PT. ET vs eue HE B— A 
1691 er Pno017 43867 
LE RE re TUE 798 


282 
log (sin’x) — log( zx?) + log | (: =) | LES 
Tr 


et 


/ s20N07 
log (cos’x) — RE — de | | + 
. T 


\ Ho? 2) 
+kgi[1— ae [He 


112 CALCUL DIFFÉRENTIEL, 


d’où l’on tire par la différentiatioh 


2,7 27 27 
DT 3m mn Nr ON ee 
2 À DAT 9 
oœ RSA C2 
angr = rss +... 
— | — x! —r| — x 
2 2 
2% 
+ Se . 
272 HI je x 
TESTS 
\ ‘re / 


pan 0 AO) 


et ces formules se ramènent immédiatement aux rela- 


tions proposées. 


141. On a la relation (n° 22) 


or 


par conséquent, en vertu du n° {1, 


sin r I I I | x? 
log CE OR ER 
&e 1? 2? n° T 

T'Y I x" 

— (+ +... + = + Eee 

D AIT 24 n° 17 


Pour logcosx, on trouverait semblablement 


Fetes DR RUN 9 3 D PE 
EE —————_—— — — = ————————— 
ou 2 4 ES 2n 
T 2) T 7è ft; 


en posant 


+ 
D 
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mais on a évidemment 


par suite, 


ce qui conduit à l'équation (2). 


142. Il suffit de différentier les équations (1) et (2) du 
numéro précédent pour obtenir les formules (A); les for- 
mules (B) se déduisent de ces dernières au moyen de la 


relation 


RONA CRT, 
D — $,, 


2-1 T°! 


qu'on trouve en rapprochant la première des formules (A) 
de la première des équations qui font l’objet du n° 139. 


143. Cette relation est une conséquence de la formule 
cosécx —tang- + cotx, et des relations (B) du numéro 


précédent. 


144. La quantité 


Ca Gr (ea) 


a une limite déterminée, quelle que soit la valeur finie attri- 
buée à z (n° 15). Soit y cette limite, on a 


AT le) 
Ne =)... rip == \rTEe 

r Tr? 4x? nr? F 

e étant aussi petit qu on voudra pour 7 suffisamment grand. 


en résulte qu’on peut écrire 
Il lte q p 


Y=I+A z+A:z +A;zs+..., 


FRENET. — Recueil. 8 
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Pour déterminer A,, observons que la relation 


‘ 


ie) +7) (+ je mitAistAsA2E 
Ty hr? OT* 


ayant lieu quel que soit z, si l’on fait z — — x° et qu'on 
multiplie les deux membres par x, il vient (n° 22) 


sinx—x—A,x+A,;xi—A;a +... +(—i)A,; ati ,.., 


d'où 


et, par suite, 


Z z° 7 
1.2.3 RS DNA 


(rates) 


Si l’on remplace maintenant z par x° dans ce dernier ré- 
sultat, et qu’on multiplie les deux membres par x, on ob- 
tient la relation 


Vraie 


/ x? \ x? ri x a 
T\iI- — I CC À a > +, .. 
\ RE made ro ERP d 


c’est-à-dire 


On trouverait d’une manière analogue 


5 7: S re et + eT* 
PIE 
EDS des il 2 


Ces résultats démontrent que les remarquables formules 
du n° 22 subsistent encore quand on y remplace x par ix. 
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$ VII. — Changement de variables. 


ROC ET es 
145.  : | 
D = PE en 7e pr 
dx di dt I — d? dt (1 2. 2}? 


De Jà résulte l'équation 


dy 
(gp) +2ay = 2e. 


La substitution (1) est à remarquer; elle est souvent em- 
USERS 
ployée pour faire disparaître les expressions irrationnelles 


de la forme x'+ ax + b. 


dx Je dt $ dx? 


147. GS er et Ga ee (FE a) Ù 


d® dt 
d'y dy 
—— — 1) — 0Y. == 0; 
nn + (a LE 4 PR 
d'y 
148. PE RE 0: 


149. On trouve, en recourant aux imaginaires, 


et 7 : t 
TE —= —htans- 
et HI Pr 2 
drbeldiy é HE day 2 t ay 
— —= — çcos’- COS" — — —-tang - — 
di dt as dx° MIE 8; dt 
ar 2aY d'y 
Ma LEE + ay(e!+Hr) = 0. 
dt? di? A <1 ) 
1—/tang- 


dy dy ‘ d?y d 
DO ne | Jr PS 
dt dt 


UT LE 3 d'y æ) 


— — 5 —— 2 
des di? A dt 


Lea 
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, 


et, par conséquent, 


dy 
de -l- by — O. 
, d'y dy 
. dl + — + Y —= 
2 de? EEF7 HE 


1459. La relation (2) permet d'exprimer x en fonction de 
y et donne 
(5) tang(æ — y) — Sn tang y — p tang y 
1 +4 4 
ù I— À 
en faisant Fc u. 
On tire de là 
cos y + p sin’ y 4 


6 E à 
Gite) cos y + u?sin?y 


Pour calculer sinx, on met l’équation (3) sous la forme 
æ—= y + arctang(yu tang y), 
d’où l’on déduit 


sin y AE tang y 
TR 


SNL = —— EL  —— 
Vi + p*tangy V1 + ptang? y 


et, par suite, 


2 “L _— 
Vi — ksin?x Vi—(r—p)siny 

La substitution (2) employée ici est appelée transforma- 
tion de Landen, du nom du géomètre anglais qui l’a fait 
connaître (Philosophical Transactions, 1971 et 1779). 
Elle joue un rôle important dans la théorie des fonctions 


elliptiques. 


153. dx — cos0 dr — rsin0 db, 


dy = sin® dr + rcos0 dû; 
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d'où 
x dy — y dx = r’d8, 
dx? + dy? = dr? + r'dÿ'; 


et, par suite, 


dy 
dx ue, r? 
. ——— 
dy? 5 dr?\? 
£ “A de) £ 5 ) 
0 À 6] eau 
154. 5 = ET RRT TE sin 9 — » 
Ôx 0x 0Y 0}2 
Cr Deus r (] 
= (] PE — — $l] 6) ==> 
O FT SIN 0 + 7 cos st I ôr SINU + r COS dy? 
donc 
du du : du sin 
a () ne ERNEST 
dx or he 00 r ” 
Or MCO PA ARS du cos 
— = — sin en 
OF Or 00 r 
On déduit de là 
Ou Ou Ou 


EX — — —— = — 0 
2 Y5x — 06 
Cette transformation s'emploie dans la théorie des planètes. 


Ou du x 


— — —, 
dx dr r 


155. 


dx? dr? r! à dr 


02 1h d'% x? Fe (: &) 
; 


on aurait de même 


ATEN OST EP TR ET + 
a ann d\r  »); 


el, par suite, ji 4 
u I u 


— — — —=0O 
dr? r dr 


Cette équation se rencontre dans l’étude du mouvement des 


fluides. 
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, 


156. dr —- ja dr = 0, 
du 1. Ou CNCOS TOM 
DRE 0 — — 
1 Oy a dr ER ri C0 : 
d°u . du cos'0 du. cas’0 0x 


dy? ROUE HT ae ne 
" 2 sin 0 cos 0 Au du 
r? drd8  d8 | 


D 


Pour avoir 
dx? 


> il suffit de changer dans l'équation pré- 


: T è 
cédente y en x en 0 en —-+ 6, ce qui donne 
2 


UE PRE d'u sin? d'u  sin’0 Ou 

PE mia MN TOT ee 
2 sin 8 cos0 d'u a e 
(re ton 


et par suite 


od?u DU I O?u Ne 1 ou 
0x  Ôy' Où or dr ùr  ” 


158. Si l’on désigne par s une inconnue auxiliaire telle 
qu'on ait 
STD, 
il en résulte 
y "sv 007 —s Cosr, 


S = HAN Tr —7COS0. 


En ne considérant d’abord que les deux variables y et z, il 
vient, comme dans le numéro qui précède, 


d'u ORAN TU D'TROR 
On 0 ds 0p | s ds 


(1) 
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Nous trouverons de la même manière 


d'u du du 1 d’u 1 du 


— + an lire e 
(2) ds? di? dr? F r! LE ré r dr 


La première équation du dernier numéro donne encore 


du  cotO du 
( 5 0 F0 00 


shOs M A 
En ajoutant membre à membre les équations (r),(2)et (3), 
il vient enfin 
d'u # du E: du 
4e Os FE 
MOTO A Te de ea O EP COQ u 
or rdË sd ro À 06 
Remplaçant s par sa valeur, on trouve 


$ L d(sino%) 
0?(ru) et T Ea7 I 08 


Br Re RE  ——— () 


dr? sin?0 Oo? sin 0 00 


Cette équation, due à Laplace, est d’une très-haute im- 
portance dans la théorie de l’attraction et dans plusieurs 
questions de Physique. 


$ VIII. — Zlimination des constantes et des fonctions. 
159. On trouve 


dy? dy 
AL. br'—ay — cc) —b — 
ge dx? HAE ee £ )% #7 Ê} 


160. On a les équations 


a dx + bdy + c dz = 0. 
ad'x + bd'y +cd?z=o. 
a dx + b d'y + cdz— 0. 


120 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
Les deux premières donnent 


a b c 
dd'z— d:d'y — dzd'x—dxd?z  dxd'y — dy dx’ 


et par suite, au moyen de la troisième, 


(dy d'z — dzd'y)&x + (dz dx — dx d'z)dy 
+ (dx d'y — dy d'x)d*z — 0. 


Cette équation exprime la condition pour qu'une courbe 
soit plane ou que l’angle de torsion soit nul en chacun de 
ses points (n° 283). 


161. Posons, pour abréger, 


V1 — e'sin?a —= Ccosb; 
il en résulte 


(1) sin? — e?sin?a. 
Différentiant l'équation proposée, on en déduit 


(2) cos b — cosx sin y dy + sinx cosy Te 
# sinx cosy dy —+ COST sin y dx 


et, par suite, 
sinæ COsæx dy + siny cosy dx 


COS A ————— —— —— 
sinx Cosy dy + cosx siny dx 


On trouve de plus 


res (dy? — dx?)(cos'y — cos’x) 

7 (sinæcosy dy + cosx siny dx)? 

US (sin?x dy? — sin’y dx’) (cosy — cos?x) 
F4 (sinx cosy dy + cosx sin y dx }? ; 


Substituant dans l'équation (1) et réduisant, on obtient 
l'équation diflérentielle 
dy dx 


(3) ———_————@ EE 2 — 0. 
Vi — € sin?y Vi— e!sin'x 
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[l est facile de reconnaître qu'il faut prendre le signe + 
dans cette équation, lorsqu'on suppose cos b >> 0. Portons 


: à d 
en effet dans l’équation (2), à la place de Des la valeur 


Vi—esin’y 
D; 

Vi— e sin?x 
il vient, après une transformation évidente, 


b Vi— esin’y Vi— e? sin?x — e? sinx siny COsx cos Y 
1 —- e? sin?x sin? y 


Or le numérateur sera positif si l’on a 
(1 — esin?y) {1 — e! sin?x) >> ef sin?x sin’y cos?x cos’y, 
ou bien 
ef sin?x sin?y (1 — cos?x cos’y) — e’ (sin’x + sin?y) +10; 


et cette inégalité a réellement lieu, car le premier membre 
peut s’écrire 

(1 — e sin?x sin?y )[1 — e?(1 — cos’x cos?y)|, 
résultat nécessairement positif, puisqu'on a e<[ 1. On ver- 
rait que le signe — dans l’équation (3) convient au cas où 
l’on suppose cosb << o. 


En rapprochant l’équation (3) de la proposée, on obtient 
une importante propriété des fonctions elliptiques. 


162. On trouve par la différentiation 


dz V 2 y'+ Fe 
Er n—1 Lt ei n—2,/ Lyre le LI ES 
ox l HOC EE (2) it (2) x? Ÿ (2) ? 
0z rs < SAR 
— — an! LE NES -N—1 Ve A Be LM ACER 
TS r(2)+ C)+ z Me | 


et, par suite, 
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résultat facile à prévoir, puisque z est une fonction homo- 
gène de degré 7. 

On pourrait d’ailleurs observer tout d’abord que les deux 
fonctions se réduisent à une, car on a 


[021-219 


163. Le second membre étant homogène du degré n, on 
a sur-le-champ 


164. On trouve, en différentiant successivement par rap- 
portàæetày, 


et par suite 


(1) 


f désignant une fonction arbitraire. 
Posons, pour abréger, 


02 0%, VONMREU 2 Ôp __ dq 0q 
Page T7 0, pe Pole AY ÉtOr Up ARE 


Il viendra, en éliminant f de l'équation (1), 
L'ARPIEPT= 0; 


c'est l'équation générale des surfaces réglées à plan direc- 
teur. On vérifie aisément que l'équation des surfaces 
conoïdes satisfait à cette relation différentielle. 
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165. L'équation proposée peut s’écrire 
logz — loge(ay + bx) + logÿ(ay — bx), 


ou bien 
logz = F(ay + bx) + f(ay — bx), 
F et f désignant deux fonctions arbitraires. 
On en déduit, en adoptant les notations du numéro pré- 
cédent, 


E = BE (ay + 6x) — bf (ay — br), 
£ = aF'(ay + dx) + af'(ay — bx), 

Se LE 72 " 
LE =UPay + 0x) + Bf"(er — be), 

EE oem 2 KW 2 
Dis 4 F'(ay + bx) + a’ f"(ay — bx). 


Les deux dernières équations conduisent à celle-ci : 
@(zr — p?) — b?(zt— qq) — 0. 
166. On trouve, en différentiant, 


Ou __ Ou Or | du 0z 
0x Or dr dr dr 


0 ÿz 

En | g(ax +cz) —at'{axz— by), 
= — bÿ'(ax — 0) 1* 

dr AW 

ETS (ax + cz); 
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Ct , 
IDE AO PORT Oz br /0z 
a 0x  bOy dz\aox boy) 


\ 


On a d’ailleurs les deux équations 


4 


(e ae 5) g'(ax+cz)=aÿ'{ax — by), 


) 
de g'(ax+cz) —=— bY'(ax — br), 

qui donnent 

1H OS RENE 

= — —+- nm 0 

GOT MD r07 c 
et, par suite, 

du 


167. Dans cet exemple, comme dans la plupart des cas 
où l’on a à différentier des produits de plusieurs facteurs, 
il est avantageux de prendre la différentielle logarithmique 
des expressions sur lesquelles on opère. 

Différentiant donc par rapport à x les logarithmes des 
deux membres de l’équation proposée, il vient 


10m _g'(x)  29'() 


u dx (x) (x) +y(r) 


Cctte équation, différentiée par rapport à y, donne 
celle-ci : 


ou bien 
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Le premier membre de cette équation peut s'écrire 


(ax) 


: 0 u : d?logu 
ii = y" —— >: 
dy 0x0 7 ? 
d’où résulte 
d’logu 
= 9,514 
OxOY 


Cette équation joue un rôle important dans l'étude des 
surfaces. 
(Géométrie analytique de Moxes, édition Liouville. ) 


$ IX. — Vraie valeur des expressions qui se présentent 
sous des formes indéterminees. 


168. a. 


169 n(n +1) 


+ La fonction proposée est égale à la somme 


THor +3 +... .+nra. 


n(n+1)(272 +1) 


170. G 


à la somme 


+ La fonction proposée est égale 


z+Ax + gx +... na, 


1710 . 
9a 
# I 
11%. RP . 
113. … La fonction proposée est la somme de la série 


T I I 
DRAM SEe | DimN 


(n° 656.) 
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, T° = , ; -, 
174. 3" La fonction proposée est la somme de la série 


I 1 I 
Fe 3 ADS RE 
(n° 656.) 
175. La fonction proposée revient à 


TL tangrr — TT 
, 


tang rx PARA 
Tr? 
6 
de la fonction elle-même. 
On serait arrivé au même résultat en faisant usage du 


est la vraie valeur du second facteur et, par conséquent, 


développement de tangrx en série ordonnée par rapport 
aux puissances croissantes de l'arc. 


176. La vraie valeur est celle de l'expression 


p cos’ x tang x sin2% 2pxr 
Rs nm  () 
cos’ px lang px 2x Sin2px 


qui se réduit à 1. 
177. Zéro pour n positif, — « pour 7 négatif. 
178 More lo re 


Donc, en vertu du numéro précédent, la vraie valeur 
cherchée sera 1 ou zéro, selon que 71 sera positif ou négatif. 


179. G' 
180. — 3. On prend sinx pour variable indépendante. 
481: sin. 


182. Le logarithme de l'expression proposée a pour vraie 
valeur celle de la quantité 


sin ax 
a sin ax a? ax 


2b cosax cosbzxsinbxz 2b?cosaxcosbzx /sinbx 
br 
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La quantité cherchée est 


a° 


e 2l3 
+ 2 
. 
COS «a 
2 
| 12000 
g —h 


‘185. La vraie valeur est 1. 


186. Le calcul se simplifie en mettant l'expression sous 
la forme 


| e-sinz ENT 
esinz 


LT — SIN TL 


. « . . €" Date I 
on est conduit à la recherche de la vraie valeur de —— 


Li 
pour u — 0, laquelle est l'unité. 


187. L'expression se ramène à 
z — log(1 +2) 
EE D) 
z? 


I 
en posant Va FER 
Z 


: I 
La vraie valeur est —. 
2 


IS. 
d 

189 ——- A. DOUÉ — 0 
" 24 


La courbe représentée par l'équation proposée est con- 
nue sous le nom de courbe du diable. 


190. a se 
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$ X. — Maxima et minime. 


491. Pour x—1, 7est minimum. 
Pour æ—2, y est maximum. 


Pour æx—3, y est minimum. 
192. En égalant la dérivée à zéro, on trouve 
4x? — 953x? + 40340x + 566400 — 0, 
dont les racines approchées à moins de 0,01 sont 
+ 22,06, <+61,03, <+io5,15, 
et les valeurs correspondantes de y, 
— 62,8, <+63,2, —7+116;,2. 


La considération de la dérivée seconde apprend que la 
deuxième valeur est un maximum, et que les autres sont 
des minima. 


dy 1 — x° 
= — —= 0» TL 


MNT FR 


Ex: 
Pour reconnaitre les maxima et les minima, il suffit de 
considérer seulement la fonction 1 — x°, parce que le fac- 


ï 4 . . ." ‘ À e. Lé 
teur ———— restera toujours positif et sa dérivée ne de- 
+ a) 
viendra pas infinie; or 
d(1 — a 
dx 


— — 22; 


donc x = 1 répond au maximum, x — — 1 au minimum. 
La remarque faite sur cet exemple simplifie souvent les 
calculs qui servent à distinguer les maxima et les minima. 


194. En opérant comme dans le numéro qui précède, on 
trouve immédiatement que y est maximum pour x =0 et 
minimum POUD TE 


+ 
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2. L L 
195. Pour r—0, y — --; minimum, 


HOUR 2, %— 00. 
a A : 
196. Pourx——, y? — >» maximum, 
= 217 a* 


Ce calcul résout la question suivante : Un point lumineux, 
situé sur une verticale donnée, éclaire une surface horizon- 
tale infiniment petite dont la position est connue; à quelle 
hauteur doit être placé le point lumineux pour que l’éclai- 
rement de la surface soit le plus grand possible? 


1 
— I : 
197 Pour x—e*, ÿ — —;, maximum. 
ne 


1 
198. Posant z—x*, et ne tenant compte dans la dérivée 
que du facteur (n° 188) 


z(z — 1) (2° — 7)» 
on irouve 
pour æ—0, minimum; 


pour æ—1, maximum; 


pour æ—7, minimum. 


I 
199. Pour x——-; y —2, maximum; 
2 


pour æ—1, ÿ——I1, nimaximum ni minimum. 


à 
ÉOIMRPOUT = 2 4, 7 — 1 a, maximum: 


COURSE 0 0, MiniIMUmr 
291. Ni maximum ni minimum. 
ma «a 


DOZMEUUDS DE 
(1— mm) (1 — m°) 


> maximum. 
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203. Pour x — 0, y — 0, u s’annule, ainsi que 


du \? du du 
0x dy 0x? dy? 


En formant les différentielles d'u et d'u, on reconnait 
que u— 0 n’est ni un maximum ni un minimum. On arrive 
aussi à ce résultat en observant que la quantité 


/ 4 ; 2 
ho A Li + L) — 9 7? (2 EL ) 4 


pour des valeurs infiniment petites de x et de y, passe du 
négatif au positif quand # passe de zéro à 1. 
ZT 


Î L 


Pour x— +2? ety—Z2*, u——8 est un minimum. 
a a as à 

204 Pour x—-et 7 —-; u———; maximum, 
À 5 , 4932 


Pour r==0 et Y—0o, u—o, ni maximum ni mini- 
mum. 
205. Quand u sera maximum, logu le sera aussi, et ré- 


ciproquement. Prenant les logarithmes de deux membres et 
égalant à zéro les dérivées partielles du second, on trouve 


il en résulte 
L'ENASIREETOT OUNS ENT 


Calculons les dérivées secondes et remplaçons-y les incon- 
nues par ces valeurs; les conditions de maximum ou de 


SOLUTIONS. 131 


minimum pour les fonctions de trois variables indépen- 
dantes se réduisent à 


3 8 


— —————— To —— re) 
ETS £ nina 


et la fonction w a pour maximum 


L 


( e Hi 
a* b* 
Le signe — donnerait un minimum. 


206. En appliquant la méthode des multiplicateurs, et 
désignant par À celui de l'équation donnée, on a 


(1) AG + p')x +pgr]+ rx + sy —o, 
(2) A[pqgzx+ (1+ gr] + sx + tr —=o. 
Multiplions (1) par x, (2) par y, et ajoutons, il vient 


hit HERO, 


ce qui donne 
[ui +p)—r]e= — (upq —s)r, 
[uG+g)—t]y=—{(upg — s)x 

et, par suite, 

u(1+p'+qg)—uf(i1+q)r—2pqs +(1+p)t]+rt—s—o. 


C’est l'équation qui résout la question proposée. 

La même équation se rencontre quand on cherche les 
rayons de courbure maximum et minimum en un point 
d'une surface (n° 316). 


207. En remarquant que sin 2 — COS2X, on trouve 


4 
u=i[a+o (+0) |: 
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Le signe + correspond à un maxitum, le signe — à un 
minimum. | 


208. Par la méthode des multiplicateurs on trouve 


 [log(Aaëc) | 
7 loga® log b* logc® 


209. (Fig. 4.) Soient À et B les deux points, Ox la 
ligne droite, O l'origine, a et b les coordonnées de A, 


Fig. 4. 


(o) M N Un 


a;, b, celles de B, et OP = x; on trouve que la condition 
du minimum est 


T— a A — 


EE , 


L 
2 


ÉD [b° + (x—a)] 


c’est-à-dire que les angles APM, BPN sont égaux. 

On a supposé les points et la droite dans le même plan; 
la question se traite absolument de même quand cette con- 
dition n’a pas lieu. 


210. 2a étant l’arc donné, x le rayon cherché, la condi- 
tion du maximum est 


a a CE 
COS =AMTICOS TSI 10: 
T uA TL 
22 PRES x 
Onentire x — —; c’est-à-dire que le segment est un demi- 
T 


a prie A 
cercle. Les valeurs de l’angle — Supérieures à 7 ne peuvent 


convenir. 
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Le second facteur donne 


t a 
ang — 
De 
= 4 Le 
«a 
ce qui exige 
TA; 
il en résulte 
Yÿ —= 0; 


qui est un minimum. 


211. 


Le minimum correspond à 


b 


Æ 


= TA 


DR CF 2 0H POM= TS 00, (0M==:6: 


Fig 6 
LD 
02 sa 


La condition du maximum est 


de — d8— 0; 
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d’ailleurs : 
tangO — cosa tangg. 


Il en résulte que 


tango — Vséca 
donne le maximum. 
213. Soient r, r’ les rayons des sphères, a la distance 


des centres, x la distance du point cherché au centre de la 
sphère de rayon r;ona 


D ere ———— 0° 


3 3 
r ? 22 r'? 


On suppose que le point demandé est situé entre les deux 
centres. 


214. (Fig. 7.) Soient S le sommet de la pyramide addi- 
tionnelle, PQRS une de ses faces, prolongée jusque dans 


Fig. 9. 


l'intérieur du prisme. On abaisse SO perpendiculaire sur 
la base, et l’on mène OM, RP, SQ, qui se rencontrent au 
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point N. Il résulte de cette construction que les pyra- 
mides PSRO et PMRAQ sont égales; de sorte que le volume 


en question est indépendant de l’inclinaison de SQ sur OM. 
La valeur minimum cherchée correspond à 


HONTE 
5 


Les alvéoles des abeilles ont précisément la forme qui 
résulte de cette solution. 


915. (Fig. 8.) Soit fait 


DOG NAGER ORNE Tr: 


le plan principal ABC étant perpendiculaire au plan 
sécant, On à 


4 
DN=— 2, EN== (ax— x), 


1 


“tj 
æ 
Le 
] 
F 
& 
è 


ax — x) 


Le maximum de la dernière expression répond à 
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916. (Fig. 9.) Si l'on pose AC — a, CD—=b, CN= 7x, 


BP représentant le grand axe de l’ellipse, la condition du 


maximum est donnée par l'équation 


3(a? + b?) x? — 4 b(a? — B3) x + b'(a? + b2) — o. 


Les racines seront réelles si l’on a 


Lt +3), 


c’est-à-dire lorsque l’angle du cône aura moiïns de 30 degrés. 

Si les racines ne sont pas réelles, il n’y a pas de maxi- 
mum, et la surface de l’ellipse augmente à mesure que son 
plan se rapproche de la base. 

On aurait pu traiter le problème en prenant pour in- 
connue l'angle ® que fait le plan sécant avec le plan de la 
base. En désignant par 2 « l’angle du cône, la condition du 
maximum est alors donnée par l'équation très-simple 


sin2ç — 25sin2«, 
qui conduit au résultat déjà obtenu. 


217. Soient S la surface totale d’un secteur appartenant 
à une sphère dont le rayon est x, y la hauteur de la zone 
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4 


qui lui sert de base, + & a° le volume donné; on a les équa- 


3 

tions 
(| 
TEE" re Un — D M ST ions ! 
x? x ai 

Posant 

S 

le M mA 
24 a 


il s’agit de déterminer les valeurs de z qui rendent maxi- 
mum où minimum la fonction 


il 
2+(23— 1) 
UE 0 


On trouve 


d’où les deux solutions 
2e 10, 719; 


On a donc les deux systèmes de valeurs 


Rp 
(1) FR 
» 310, 
et 
— 
Li ON, 
(2) fe 
= ay 2. 


La dérivée seconde apprend que le premier répond à un 
minimum et l’autre à un maximum. 


218. Soient x le rayon du fond du vase, y celui de l’ou- 
verture, z la hauteur. & l’angle de cette hauteur avec 


FRENET. — ARecueil. 9" 
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|’ A w Aÿ | | d LC x 
arete el Tan e volume donné ; on trouve 
(1) Vi— 2 aitango, 


u?sina— y?(1+ sina) —x?(1—sina), 


en désignant par wu? la surface dont on cherche le mi- 


nimum. On déduit de là 


ÿ? dy — x? dx = 0. 
(1+ sinx)y dy —(1—sina)x dx = 0, 


d’où résultent les valeurs de x et de L2 
y (4 x x d a tang a 
sine rsing (+ sina)— (1—sina} 


3 An 0 
ENT # À ER EPS IPS Sn de 
2 COS4( 3 + sin?) 


Le résultat obtenu répond bien à un minimum, la sur- 


face du vase pouvant croître indéfiniment. 


219. Soient O le centre du cercle, r le rayon, « l’angle 
que fait MP avec le diamètre mené par le point P; si l’on 
pose 


DFE MP, 


on a, pour l’expression w de l’éclairement reçu par la 
surface, 


k sin 
uU — Q 


x? 
D'ailleurs 


r= 1% Hhai4#2ax cos zx; 
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d’ \ 
ou 
u? à ax? LEE (73 a DU Ti 


k° Â ax 
En égalant à zéro la dérivée du second membre, il vient 
at— fr(@ +R) +3(r2— a} 4 O. 
Cette équation fournit les valeurs 
a 2(a +r) — (a +r} +ioatr, 


a'—2{(a +1) + Y(a +7?) Hi2atr?, 


dont la dernière est à rejeter, parce qu’elle conduit à l'iné- 
galité x > a + r. La première répond à un maximum, car 
deux minima ont lieu aux extrémités du diamètre qui passe 
par le point P. 


220. Soit fait 
DEA = D REMAT—= Te NP, MMPA 2; 


l'éclairement u sera exprimé par la formule 


k sin « 
== F° , 
À désignant une constante. 
Or 
| asin0 
PR Snto als 
d’où 


Æ sin x sin?(0 + &) 
EE ———— ; 
a? sin?0 à 


et par suite, en diflérentiant, 
sin(6 + «)[3 sin(0 + 2&) — sin0] — 0. 
Un minimum évident répond à la solution 


sin(ô + x) — 0, 
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et l’on a pour le maximum cherché 


L I LJ 
sin(0 + 2x) — 3 sin Ü, 
formule facile à construire. 
291. En prenant des axes rectangulaires et supposant les 
deux points situés sur l’axe des x, à la même distance a de 
l’origine, on a les équations 


(x— a) + (y — 6) —R 


2 
AMI =U Ye Red}, 
———2 
Bruit (era), 


dont la première exprime qu'un point m du plan appar- 
tient au cercle du rayon R ayant son centre au point (æ, G). 
La question conduit à poser 


; du + dv = 0, 
c'est-à-dire 


y dy + (x — a)dx Moi + (x + a)dàx ei 


u (2 


? 


avec 
(x — a)dx + (y —6)dy — 0. 


On en déduit 


4: Gr SEP As 
‘ a(y—6)+{[(ry—6)x—y(x—a)] 
ou bien 
DE Te À 
GPA" 
en faisant 
TE A, = À. 
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Or cette quantité Æ n'est autre que la distance de l’ori- 
gine au point P où l’axe des x est rencontré par la droite 
qui Joint le centre du cercle au point 2. La dernière rela- 
tion revient donc à celle-ci : 


Am AP 

Bm BP 
d’où il résulte que la droite mP est bissectrice de l’angle 
AmB, et que, par suite, le point cherché est le point de 
contact de la circonférence et d’une ellipse tangente au 
cercle, ayant pour foyers les deux points donnés. 

Le problème se traite facilement par la Géométrie; il 
suflit d'exprimer que, en passant du point m» à un point 
infiniment voisin sur la circonférence, la différence 
An’B — AmB est infiniment petite d'ordre supérieur au 
premier. 


222, L’ellipsoïde ayant pour équation 


x? UE z? 


PCR 


rs ‘fvé 


et 2%, 27, 2z étant les arètes du parallélépipède, on a 


le volume cherché est donc 
8abc 
33 
223. (Fig. 10) ABC est le triangle donné, DEF le 


triangle inscrit, et l’on a 


COR AE ty, BE: 
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On trouve 4 
æ—(b—7y)cosG 


[x + (b— y} — 2x(b — y) cosC] 


(a — x) — zcosB 
1 x T "+417 


L 
+ (a—x) — 23(a—x)cosB] 


wi | 


et deux autres équations analogues; ce qui prouve qu'on a 


FEA — DEC, EDC—BDF, BFD—AFE. 


Fig. 10. 


Le triangle demandé s'obtient donc en joignant entre 
eux les pieds des perpendiculaires abaissées des sommets 
du triangle ABC sur les côtés opposés. 


224. lx + my + nz = 0 étant l'équation du plan donné, 
r la distance du centre de la surface à un point de la section, 


on a 
PP Le ete 


D Nm à A Dale ON LE ob mt 
O = x + my + 72. 


Soient À et p deux multiplicateurs indéterminés; la mé- 
thode connue donne 


ZT+U=pazx, 7y+m=pby, 24 )1n=\uecz. 


On tire de là 


tn Piece dat es St dé DE. 
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et par suite, 
À lr? km? Anar 


ÈS er re mé A Vibes 


/ DR SPC RPVE od 
72 — a? Ê 7? — b? 12? — ct 


On trouve enfin, pour obtenir le maximum et le minimum 
de r, l'équation suivante : 
ei m° re 
Ur tour à 

elle sert à déterminer les vitesses de l'onde propagée dans 
un milieu cristallisé. La surface considérée dans cet exemple 
est la surface d’élasticité. 

(Fresnez, Mémoire de L'Institut, t. VIL , p. 130, 

et Herscuez, 7'héorie de la lumière.) 
225. = + 2 +- : — 1, équation de l’ellipsoïde; 


Lx + my +nz—=0o, équation du plan. 


En opérant comme dans le numéro précédent, l'équation 
qui détermine les axes est la suivante : 
D b?m°? Cr 


7? — a? TAN DE Te 


Après avoir ordonné par rapport à r, on trouve que le pro- 
duit des demi-axes de l’ellipse d’intersection est 


abc 


; 


wi 


(al + Dm? + cr?) 
et, par suite, la surface a pour expression 


r abc 


25 [ms 


(a?l? + b?m°? + cn?) 
226. Le volume demandé est égal au produit des trois 


L] L] L ri L 
demi-axes principaux par w et comme ces demi-axes sont 


3 


141 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


les valeurs maximum et minimum du rayon vecteur r mené 
par le centre, il suffira de chercher les maxima et minima de 
la quantité 

r=Vr+y +2, 
le point x, y, z appartenant à l’ellipsoïde. On trouve alors, 
en désignant par À une indéterminée, 


1x + ax + b'z+ by — 0, 
(1) 17 + ay + bz + b"x —o, 
12 + a°z + by + b'x—o, 


d’où 
c 
À = — — 
r?? 
par suite 
À b" b'z—0o 
72 — AT WE Le , 


L’élimination de x, y, z entre ces équations conduit à an- 
nuler le déterminant 


o / 
(Se) — bd” — b 


4 / 
C C G 
pre SL! CARE 
Va 7? r? v 
/ 
GC C C 
"4 b? £- «) an! b'2 (£ ES: « LA on (£— a") — 9bb'b"— 0. 
. 7 r r 


©Ot 
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Développant et ordonnant par rapport à r?, l'équation à 
laquelle on arrive fournit les carrés des demi-axes princi- 
paux de la surface. Le produit de ces carrés n’est autre que 
le dernier terme changé de signe, c’est-à-dire le quotient 
de c° par le déterminant du système des équations (1) dans 
lesquelles on suppose À égal à zéro. On conclut de là que 
le volume demandé a pour expression 


ee 
2 


Ar C 
© (aala"— ab — ab @'p" + 268 b'Ÿ 
297. (Fig. 11.) En désignant par & et 6 les coordonnées 


Mig. nt. 


Vs 
B 


du centre de l’ellipse cherchée, l’équation de cette courbe 
peut s’écrire | 


Af(æ— a) + 2B(xr—a)(y —6) + C(y —6)}+1—o. 


Posons CA — p, CB — 4, et exprimons que la courbe passe 
par les points C, À, B; il en résulte les trois équations 


(1) Au +2B26 + C8 +i1=o, 
(2) A(p— a} — 2B(p — a)6 + C6 +i—o, 
(3) C(q—6)} — 2B(q —6)x + Au +1—o. 


FRENET, — Recueil. Ne) 
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Retranchant successivement l'équation (1) des équations 
(2)et (3), il vient : 
(4) A 
(5) C 


( 
Les relations (1), (4), (5) donnent enfin, pour les coefii- 


cients À, B, C, 


2a—p)+2B6—0o, 
26—q)+2Bx—o. 


en er Em 
a(p8+qa— pq) 246(p8+qa—pq) 
we = (au piss 


_ 6(p8+qa—pq) 


Pour obtenir l'expression S de la surface de l’ellipse en 
fonction de ces quantités. cherchons, en suivant la marche 
q ) ; 
du numéro précédent. l'équation qui a pour racines les 
[! ; I q P 
demi-axes de la courbe. Cette équation étant 


(AC — B?}zt + (A + C— 2B cos6)z’ + sin?0 — 0, 
le carré du produit des demi-axes est donc 


sin? 9 
AC) 
et par suite, 
x Sin 8 


t 


D ES 
(AC — B!) 


wl-| 
LA 


Le minimum oc de S correspondant au maximum de 
AC — P?, il suffit de chercher le maximum de cette fonc- 
tion des deux variables x et 6. Les valeurs de À, B, C sont 
connues ; en faisant le calcul et ne prenant que les facteurs 
utiles, on arrive aux équations 


24u+pP8—pq—=0, 2pP$+qux—pq —=0, 
d’où 


6 Te s == Vôps sin 0. 
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On voit que le centre de l’ellipse est le centre de gravité 
du triangle. De plus, si l’on fait 


pi + qg°+2pqsin(0— 30o°)—P*?, p°+q—2pq sin (9 + 30°) —Q?, 


on trouve £(P + Q) et +(P—Q) pour les demi-axes. 

Euler est le premier qui ait traité ce problème. La solu- 
tion précédente est due à Bérard (#nnales de Gergonne, 
t. IV). Liouville en a donné, dans le tome VII de son 
journal, une solution géométrique très-simple. 


228. Cette question peut se résoudre en suivant une 
marche semblable à celle du numéro précédent. On trouve 
ainsi que aire de l’ellipse maximum est égale à celle du 


. . ER T .. LA 
triangle multipliée par —: que son centre coïncide avec le 
32 
centre de gravité du triangle, et que les points de contact 
sont les milieux des côtés. 
(Béraro, Ænnales de Gergonne, t. IV.) 


229. À désignant la hauteur, et «, 6, y les angles dièdres 
correspondant aux côtés a, b, c de la base, il faut rendre 
minimum l'expression 


ah bh Ch 
: Die LEE 
sin & sin 6 sin 
qui représente la demi-somme des triangles latéraux. Les 
angles æ, 6, y sont liés d’ailleurs par la condition 


a cola + b coté + c coty — const. 


On trouve 


Di i0 


— ‘Je 


230. Soient À, B, C les points donnés. Prenons pour 
axe des x la droite qui joint À et B, et pour axe des y une 
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perpendiculaire à cette droite menée par le point A. « étant 
l'abscisse de B; a, b les coordonnées de C; x, y celles du 
point cherché, l'expression à rendre minimum est la sui- 
vante : 


1 
2 


px, )=[(x—a} + (y — b}|? + [(x — a+ TT + (x'+ y72)°, 


Posons 
dy LA AS 


+ — 0 ne 0 
dx Atay i 
on en tire 


a — x 5 2 T 
CNE UE D A TT NUE UP TU AT 
[(æ— a+ (y —0)} [(æ— a) + 7°]? (xt + y)? 

b— y 3f Le 


AT er 0 CO ROUE NA RS 
[ee) Hire x) ET, 


Elevant au carré et ajoutant, il vient 


d’où l’on déduit 
(a +y—ox) = 7 (x +p)[(r—e)+r]; 


et comme le second membre peut s’écrire 


[a+ y — ax) + y], 


I 
on trouve enfin 


XL +ÿ ar — 2x ed ca ; 


V5 


Cette équation représente les deux cercles qui correspondent 
aux segments capables des angles de 120 degrés qu’on peut 


SOLUTIONS. 149 


décrire sur la corde AB. Il suit de là que le point cherché 
est à l'intersection de trois segments semblables décrits sur 
les côtés AB, AC, BC; il jouit par conséquent de cette 
propriété que les droites qui le joignent aux points À, B, C 
forment trois angles égaux entre eux et de 120 degrés. 
Quand le triangle ABC a un angle plus grand que 120 de- 


grés, les segments ne peuvent pas se couper. Les deux 


re d do > : 
conditions 7 — 0, —-—0o sont alors incompatibles. Le 
dx dy 
problème ayant toujours une solution, pour trouver celle 


qui convient dans ce cas, remarquons que les dérivées 
. O . . r» 
deviennent — si l’on prend pour le point cherché l’un des 
O 


trois points À, B, C; c’est donc l’un de ces trois points qui 
résout la question, et l’on voit sans peine qu'il faut choisir 
le sommet de l’angle obtus. 

Ce problème fut proposé par Torricelli à Fermat, qui en 
donna peu après trois solutions; plusieurs géomètres s’en 
sont occupés depuis. La solution précédente est due à 


M. J. Bertrand (Journal de Liouvize, t. VIT). 


$ XI. — 7angentes aux courbes planes. 


x? 


231. Sous-tangente — 
er 


232. La tangente a pour équation 
1 1 
mr) Ba vit. 
fe NC RSS RS EX € 
et les segments qu’elle détermine sur les axes à partir de 


1 
l'origine étant (ax), (a°*y)°, la somme de leurs carrés 
est égale à la constante a°, 


La courbe est nommée astroïde par quelques auteurs. 
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, 


233. Les abscisses des points de rencontre étant o, 
a+ m, a— m, il en résulte, pour les équations des tan- 
gentes correspondantes, 


DPEttE, 
j=m(3m+2a)x—2m(m+a), 


Y = m(3m—2a)x + 2m(m— a}. 


Le point où la tangente à une courbe du troisième degré 
coupe la courbe est dit le point tangentiel du point de 
contact. Le premier de ces points que l’on considère ici a 
donc pour coordonnées 


D'UN) 120 
L’abscisse du second satisfait à l'équation suivante : 
(1) m(3m+2a)x—2m(m+a)} —=x(x— a); 


mais il n’est pas nécessaire, pour l’obtenir, de résoudre 
cette équation. On sait, en eflet, que l’abscisse 4 + m du 
point de contact est racine double de (1), et, comme le pro- 
duit des racines est — 2m{(a<+1im), en le divisant par 
(a + m)?, on a l’abscisse cherchée. On trouve ainsi pour 
le deuxième point, et semblablement pour le troisième, les 
coordonnées 
z——2m, ÿ—=—2m(2m+a), 


DE 2 TN TNA | 


On reconnaît immédiatement que ces trois points sont 
situés sur la droite 


7 = (a+ 4m\x — m'a. 


C’est là une vérification d’un théorème général démontré 
par Maclaurin, et qu’on peut éroncer ainsi : Quand trois 
points d'une courbe du troisième degré sont en ligne 
droite, il en est de méme de leurs points tangentiels. 


ARE DÉS CS Sd so nt fs D 
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23h. (Fig. 13.) Quand le cercle dont 1e centre est O et 
dont le rayon est OB— B roule sans glisser sur la droite AX 
donnée de position, la courbe engendrée par un point M 


Fig. 13. 


|. 72e 
28 


= EN 


sh NE 


ZT À B 


de la circonférence est une cycloïde. Si l'on considère la 
ligne que décrit en mème temps un point M'situé sur le 
rayon variable OM, on la nomme cycloïde allongée ou 
cycloïde accourcie, selon que le point décrivant est inté- 
rieur ou extérieur au cercle mobile. 

Pour obtenir l'équation du lieu des positions de M, 
soient À la distance de ce point au centre du cercle, AX l’axe 
des x, À l’origine des axes et aussi le sommet de la cycloïde 
engendrée par le point M; si B désigne le point de contact 
de la circonférence avec l’axe des x pour une position 
donnée du point M’, et q l'angle variable M'OB, il vient 


(A x — by? — hsino, 
y = b — hcose. 

Le système de ces deux équations représente une cycloïde 

allongée ou accourcie, selon qu'on a k << b ou >> b. On 


en tire 
re ——— 
AR FE TETE ur 
RE LU CU 


æ —= barccos 


Si la droite fixe est remplacée par un cercle, le point M 
engendre une épicycloïde, le point M' une épicycloïde 
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allongée, le point M” une épicycloïde accourcie. Dans le 
cas où le cercle mobile est intérieur au cercle fixe, les lieux 
des points M, M, M” sont des hypocycloïdes. 

Pour trouver l’équation de l’une de ces courbes, par 
exemple celle du lieu que décrit le point M (fig. 14) 
posons CB=—a, OB— 2, 0OM= "CN 2 MN» 


Fig. 14. 


C H JAN PA 


ACB = 1; si l’on admet qu’à l’origine du mouvement les 
points À et Q étaient confondus, on aura . 


a 
Op 
Q st 

CL 

{ 

| = CH + HN = (a+ bhcos he cos es 

b 

(B) | 

| | LORS CORNE — hsin TT, 


Le système (B) représente une épicycloïde allongée ou ac- 
courcie, selon qu’on a << b ou h > b. Il tient lieu d’une 
équation unique qui résulterait de l’élimination de f, et qui 
serait, en général, moins commode pour les calculs, sur- 


tout si le nombre : LE 


— n était irrationnel. On peut 


ROLE te 2 CS RS #2 
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d’ailleurs, dans tous les cas, obtenir cette équation. On 
déduit en effet des équations (B) 


bncost —x+ hcosnt, 
bn snmé—y+Ahsinnt, 
hkcosnt — bn cost — x, 
hsinnt— bnsint — y; 


d'où l’on tire 


Pr x+ + 1? + 2h(xcosnt + y sinnt), 
BR — 2x + y + bin — 2bn(xcost + ysint), 


ou bien 


bn — x— y — }: 


æ COsnt + YSinnt — ya 


2 à 


a+ + bin — 
2 bn 


æ COSÉ + Y Sin { — A 
et par suite, en remplaçant les fonctions trigonométriques 
par leurs formes imaginaires, 


(x — iy)eril— opel LH (x +iy) =0o, 
(x — iyheit — 2qeit+(xr+iy) —=o. 


On conclut de là 


L 
DER nie "2)2 
TN an 7. 


x —iy CAT 


par conséquent, 


Pam | en], 


ce qui est l'équation cherchée, en y supposant p et q rem- 
placés par leurs valeurs connues en x et en y, et qui ne 
peut être rendue rationnelle qu'autant que le nombre n est 
lui-même rationnel. 
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On voit facilement que le système (B) se met aussi sous 
la forme, quelquefois utile, 


hetit— (a+ b\et+x+iy —=o, 
(x— iy)eti— (a + b)em-nit£ z — o. 


L’hypocycloïde allongée ou accourcie est représentée par le 
système 
Œ — 


b 


æ—{(a—b)cost + Acos F 
(G) 


y —=(a— b)sint— h sin - 


Hode 


tout à fait analogue au système (B), et qui s’en déduit en 
remplaçant dans celui-ci & par —b et À par —X. Il suffit 
donc de considérer les équations (B) pour embrasser tous 
les cas. 

En faisant À — b, on obtient les équations suivantes 
pour représenter les épicycloïdes et les hypocycloïdes : 


[ b 

| &= (a + b)c0st — bc CAS 
(D) 

À ta + éco — van Et, 


La détermination de la tangente au point xy de la courbe 


LA e # e e 2 € d 
définie par les équations (B) exige la connaissance de _ 


Or on a 
dx a + b À a + b 
CLR eee M t 
“re Fa (sin 2 sin Pa le 
A PO Le a 02 
7 3 (5 cos # — 4 cos Z 2E 
d’où 
b 
FA b cost — h cos u 
dr PRE 


b sin t — sin 
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Ce résultat, qui suflit à la détermination analytique de la 
tangente, ne met pas en évidence une construction géomé- 
trique simple; mais, si l’on cherche l'équation de la normale, 


on trouve 
b b 
[Xe + 0) sine + 4 sin LT e[(cose—Ac08 + ) 
b , b 
=] x (a+ 6)cost + Ac08 LT e (sine sin LE 1), 
/ 


et l'on voit manifestement, sous cette forme, qu’en faisant 
Y=asint et X—acost l'équation est satisfaite. Or le 
point dont les coordonnées sont a sint et a cos 4 n’est autre 
que le point de contact du cercle mobile et du cercle fixe, 
d'où résulte une construction immédiate de la normale tout 
à fait semblable à celle que l’on connaît pour la cycloïde. 
Il est évident que cette construction s'applique également 
aux courbes (À). Elle est d’ailleurs susceptible d’une grande 
généralisation (n° 244). 

La théorie des épicycloïdes est née d’un problème indus- 
triel. C’est en cherchant la meilleure forme à donner aux 
dents d’un engrenage que l’astronome danois Rômer y fut 
conduit en 1674. Plus tard (1694), de la Hire publia sur 
ces courbes un travail étendu, et plusieurs autres géo- 
mètres, notamment Halley (Z7ransact. phil.), Neyton 
(Princip.) et Euler (/ntrod. in Anal. infinit.), en ont 
étudié les propriétés. 

Descartes s’est occupé le premier des cycloïdes allongées 
et des cycloïdes accourcies; il en a déterminé les tangentes. 

Parmi les courbes représentées par les équations (B), on 
remarque certains cas particuliers : 

(42 


f 


cos 34 — 4 cost — 3cost, sin34 — 3sint — 4sin‘r, 


1° h— b —— Au moyen des relations connues 


a 
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les équations (B) se réduisent à 


LNCOS LS OV SIDE 
d \ 
d'où 
Ls 
x 


css 


2 

+ y —=a", 
et en développant, 

(aa 0} —=2701ry2, 


Cette courbe se rencontre dans plusieurs questions (n° 232). 


«a e 7 e. 
29 b—— -. On trouve une ellipse dont l équation est 
2 


x? -2 
LE PIN RENE 


(£+4) (4) 
2 2 
3° b—h— a. On a, dans cette hypothèse, 
æ—a—2acost(i— cost), y —2asint(r — cost). 
Prenant des coordonnées polaires définies par les équations 
æ—a—rcosé, Yy—rsing, 

il vient immédiatement pour l’équation de la courbe 

r—2a(r— cos6). 


C’est une des caustiques du cercle, le point lumineux étant 
e » ? 0 . . 

sur la circonférence. On l'obtient aussi en projetant sur 

toutes les tangentes au cercle de rayon 24 un point donné 

de la circonférence (n° 235). À cause de sa forme, cette 

courbe a été nommée cardioïde (Transact. phil., 1741). 


AD UE _ Les équations (B) deviennent ici 


y —=2asint, x—3acost — 2acos?, 
On en tire 


s+a= at — 3a cos t = a + 3a’sin’t;, 


OR ss di ds 


LE dun | 
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et par suite 
Gr + a) = aqap. 


a . . \ A 
ab — + Le lieu est un diamètre du cercle fixe, 


résultat facile à voir par la Géométrie. 


235. Soit À l’origine des axes. Si l’on désigne par x et y 
les coordonnées du point m, par & et 6 celles du point y, 


et par C le milieu de mA, on a évidemment 
a+ 62— x — 6% — 0, 
(2x — x)da + (26 — y)d6— «dx + 6 dy, 
Les droites Au et mu étant perpendiculaires, l’expres- 
sion ædx + 6dy est nulle, et il en résulte 


dé Lx— 2 
—= 9 


œ|$ 


da __ _y—)2 
ce qui démontre la proposition. 


Un théorème analogue existe pour les surfaces podaires. 


236. Les coordonnées d’un point «, 6 de la podaire 


correspondant au point x, y de la courbe satisfont aux 


équations 
a x"! Ge LT S'ATL 


(2) ASE A CAN Ra TER 


a” 


Éliminant x et y entre les équations (1) et (2), il vient 
n nm 4] 
(au) 1 + Co (a? + TRE 
Cette équation résout la question des podaires pour l’el- 
lipse, l'hyperbole, les développées de ces courbes, l’as- 
troïde (n° 232), etc. 


937. (Fig. 15.) Soient AB, BC, CD trois côtés consé- 
cutifs du polynôme minimum, et prenons pour origine le 
point E, où se rencontrent AB et CD; la tangente BC doit 

*k 
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être telle que le triangle ECB soit maximum. Déterminons 
Fig. 15. 


y 


a 
/ 


\ 
\M 
PA É 
E SRANT 
HELZEN : n ee 
le point de contact M par cette condition. On a 


d dx 
EC PER ro 
dx 


7 æ 
et 
CBE AYN2EME E 
2 = RC ENS à 
7 ax) à 


Pour le maximum on trouve, en différentiant, 


d?y dr | dy dx tal 
TRS Elr-:9) (2247 Te — 0? 


et, en égalant à zéro le dernier facteur du premier membre 
de cette équation, il vient 


I dx I 
= i(e-rT)= 5e. 
2 dy 5 


ce qui montre que le côté CB est partagé en deux parties 
égales par le point de contact. La même chose a donc lieu 
par tous les côtés du polygone cherché. 


238. Soient z le nombre des points m1, Ms, My,...; 
Lys JP les coordonnées de m,; £, n celles du point y; on a 


2[(E +) + (0 +5) ] = const... 
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et en différentiant, toutes les quantités variables pouvant 
être considérées comme fonctions de l’une d’entre elles, 


(1) ZE) + (nr) = — xp) de + (1 —7p)drp]. 


Or 
Fons Lp)dXp + (2 — Jp)dYp= 0; 


puisque chaque normale passe par le point u. On peut donc 
écrire l'équation (1) sous la forme 


dé(né—2x)) + da(nn —2ÿp) —0, 
ou 


ñ 


À ZT >2y 
(-%) dE + È —Ÿt) à = 0! 
n 


c’est-à-dire que la normale au lieu des points u passe par le 
: ‘ Fa FRS: 
point qui a pour coordonnées —#, 2 
/t 
239, L'origine étant au point À et la direction de la 
corde étant prise pour celle de l’axe des x, il faut chercher 
le maximum de l'expression 


Varie V(a — 2} + y. 
Si l’on égale à zéro la différentielle de cette quantité, dans 
laquelle y est une fonction donnée de x, il vient 


(1) 21°, 


Soit N le point où la normale en M rencontre la corde AB; 
l'équation (1) revient à 

AN BN 

AM BM' 
c'est-à-dire que la tangente au point M est également incli- 
née sur AMI et sur BM. 
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Solution géométrique. — La position du point M étant 
supposée connue, soit M’ un point infiniment voisin. L’ac- 
croissement de la distance AM est égal à MM' cos MM'A; 
la diminution de MB est MM’cos BMM’; d’où résulte, pour 
l'accroissement infiniment petit de la somme AM + MB, 
la quantité MM'(cos MMA — cosBMM'). Or, en vertu de 
la théorie du maximum des fonctions d’une variable, cet 
accroissement doit être un infiniment petit d'ordre supé- 
rieur au premier; on a donc 


lim(cos MM'A — cos BMM'; = 0, 
ce qui donne le résultat déjà obtenu. 
240. Soient 
J=f(r), r=f(x), r =ñ(a) 


les équations des trois courbes; x, Y, Xi, Vis Xe, Ya les 
coordonnées des points m, m,, m, pris sur ces courbes et 
formant le triangle mm;m;,, dont la surface A s'exprime 
par la formule 

«er 

(1) AZ :fr(n—) +) +a(r —r)] 

Comme À dépend de trois variables indépendantes x, x, x», 
la condition du maximum donne les trois équations 


Ces résultats expriment que la normale en chaque sommet 
est perpendiculaire à la droite qui joint les deux autres; les 


SOLUTIONS. 101 


normales aux courbes données se rencontrent donc en un 


‘ même point. 
? 2 


. li 2 2 T # 7 à l’ Lé 
Dan: le cas particu 1er énONCE, — 2 — I étant équa- 
a? b? 


k tion de l’ellipse, on a 
- 


TT, — Lo 1 HAE 5 CCE 
+ —- PTS — ©; 


Li Lo — AT, MEN ENT SN PAIN 

Ce SR EE RE 

LTy — Li Lo Fe 2H asn SEL ER: 
a? b: 


Comme la dernière équation résulte des deux premières, le 
problème n’est pas déterminé. Pour le déterminer, conce- 
vons que le point m soit donné et rapportons la courbe à 
deux diamètres conjugués. L’équation de l’ellipse peut 
s’écrire 

x? 1° 


a bird 


le point m étant l'extrémité du demi-diamètre 4,. On trouve 


alors 
Dit — 0; x(t—&)+ ya — x ÿai—xi—o, 
d’où 
a b 3 b V3 
AR Un) Mo—T TE à , ie F. 


[l faut évidemment prendre y, et y, de signes contraires. 
D'ailleurs, à cause de l’obliquité des axes coordonnés, la 
surface est égale au second membre de l'équation (1) multi- 
plié par sin, 9 étant l’angle des axes. L’aire maximum du 
triangle a donc pour expression 


Sn lon ab 
274 p ano — V2746, 
ñ 4 


FREXET. — Recueil, 1I 
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241. L'équation de l’ellipse étant 
@Y?+ bX— a b?, 


la normale au point x, y a pour équation 


2 
Y — y — at (X — x); 


br 


et si l'on désigne par x,, y, les coordonnées du point où 
cette ligne rencontre obliquement la courbe, l’expression 
dont on cherche le maximum ou le minimum est 


(n) CRE, 


avec les conditions 


TT 1 Y—Y 
4 TRUE pu 
(3) d'y? br — a!) 
(4) LYS ADI N= E D'e 


Des relations (3) et (4) on déduit celle-ci : 
(5) &(r—y)+ bar +2@y(r—y)+2 8x x) — 0. 
Les équations (1) et (2) donnent d’ailleurs 


Tr _Y—Y sel 
CUT UNE CET Va + bar 


En portant ces valeurs dans (5), on en tire 


Ms 4(a y? a Br A 4 b(at— cr} 
Ca (a y? + bex2}t T+ [as — ca + FA 


Si l’on égale à zéro la différentielle de ce résultat, on trouve 
les deux solutions 


(6) DER I0 


2 2 
(7) HER ad — 207, 
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La dernière, combinée avec l’équation (3), donne 
9 I ; 


b? pépins 
(8) DER eg ner à 


Les relations (7) et (8) définissent quatre points symétri- 
quement situés par rapport aux axes et répondant à des lon- 


sueurs minima, pourvu toutefois qu'on ait a’ — 2b?> 0. 
En effet, les extrémités du grand axe répondent évidemment 
à des maxima, et l’on ne peut passer de l’un à l’autre 
sans rencontrer au moins un minimum; la symétrie de la 
courbe en doit d’ailleurs fournir au moins deux de chaque 
côté du grand axe, Il suit de là que la solution x — o cor- 
respond à un maximum. 

Les résultats changent si l’on a a? — 2b?< 0; les quatre 
ininima n'existent plus, et la solution x — o répond alors 
à un minimum. On s'assure facilement de cette dernière 
circonstance en mettant /? sous la forme 


2 »2 \ 3 2 2 b? —2 
p= rfi" | ji SE e À | : 


a a 


Si l’on développe le second membre, en supposant x aussi 
petit qu’on veut, on trouve 


b?c? 2 
4x4 <= 


(202— a) +..., 

ce qui démontre que l'extrémité du petit axe répond à un 
maximum quand on a 26°— «4° <o, et à un minimum dans 
le cas contraire. 

La règle ordinaire pour la recherche des maxima et 
des minima de f(x) n’a pas donné les solutions maxima 
répondant aux extrémités du grand axe. Cela tient à 
ce que, dans la question présente, on ne peut comparer 
à f(a) les deux expressions f(a +), f(a—h), h étant 
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un infiniment petit positif, vu qu'iln ya pas de points de 
l'ellipse dont l’abscisse surpasse a. 


Remarque. — Si l'on cherche les valeurs de x;, y dans 
l'hypothèse a? — 28° 0, on trouve 
3 3 
a {a’— 2b?\° b?/2a?— b1\? 
= ls == ln 
e Nat 10? c\aæa+b) 


et ces coordonnées satisfont à l’équation de la développée de 
l'ellipse 


(O. Bonwrr.) | 
22. Il suflit de considérer les points de la courbe donnée 
? A] T . 
pour lesquels nô n'excède pas + Soient r et 0 les coor- 


données d’un point m pris sur cette courbe; r, et 6, celles 
du point correspondant de la podaire; + l’angle que la tan- 
gente en m fait avec le rayon vecteur. On a 


r dû 


tango — — 
Rd 7 


— — cotz0, 


Il résulte généralement de là 
TE 
@ — 710 . + Àr, 


À étant un entier quelconque. D'ailleurs, en supposant 7 


positif, ç représente un angle obtus, et l’on trouve facile- 
ment la relation 


T 
= — 0, — 0. 
Te dE 


H suit de là qu'il faut prendre k— 1, ce qui donne 


9, — 6 — n0, 
et par suite 


SOLUTIONS. 16) 


n0, 
cos 0 — cos ° 
FEI 
D'un autre côté, 
7 —=7Sino —rcosA0; 
d'où 
n nm n 
NE a+! fosse 0,, 
Pt] 


équation de même forme que la proposée. Le résultat n’eût 
pas été diflérent si l’on avait supposé 7 négatif. 


243. Concevons la courbe rapportée à des axes rectangu- 
laires ox, oy, dont l’origine soit située, par rapport aux 
droites À et B, du mème côté que le point m. Si l’on dé- 
signe par p la longueur de la perpendiculaire abaïissée de 
l'origine sur À, par «& et 6 les angles de cette perpendicu- 


laire avec l’axe des x et l’axe des y, la distance de m à A 
aura pour expression 


P — xCosa — y cos6. 
Semblablement, la distance de ce point à B peut s’écrire 
Pi — x COSa — y cos6. 


Les coordonnées des points P et Q étant respectivement a 
etb,a;etb,,ona 


Pm—V(z—-a);} +(y—6b), Qm—=vV(r—- a) + (y — b.}. 


‘équation de la normale est d’ailleurs 
Er 174 Y— 7 ) 
AO MAÉ De Of. ou MO dv ? 


Ou 0x dv 0x Ou dy dv dy 


et comme on a dans tous les cas 


du du 


PÉMEÎTE cos(u,x), DER — cos(z,Y), 
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JP dv 
Nes COS PT PET ES COS a, 

en désignant généralement par (D, D,;) l’angle des direc- 
tions des droites représentées par D et D,, l'équation de la 
normale prend alors la forme 


X — x sh Y— 7 
of 0f FE Of TER 
ci cos(u, æ) + as cos(v, x) . cos(u, Y) + cos(v, y) 


qui n’est autre chose que l'expression analytique du théo- 
rème énoncé. 


244. Rapportons la courbe B à des axes rectangulaires. 
Soient t'mt la tangente commune à À et B; x, y les coor- 
données du point de contact m; E, n celles du point u. La 
longueur um — r et l'angle de sa direction avec une droite 
quelconque, invariablement liée à À, constituent un système 
de coordonnées polaires auquel on peut concevoir que sont | 
rapportés les points de cette courbe. Cela posé, de l’équa- 
tion évidente 

(x —E) + (r —n) = 7, 
on tire par la diflérentiation 


(RE) RE nier (na) 


à ) r ds 4e ds 


ds représentant l'élément de la courbe B. Or l’angle mu, 
formé par le rayon vecteur pm et la direction mt, a pour 


e dr 0 e y \ TX — Ë d. # — 
cosinus —; ce cosinus est aussi égal à TES 
ds r ds IRC 
L'équation (1) se réduit donc à 


y — n dn 


ce qui démontre le théorème énoncé. 
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25. 1° Les coordonnées x et y du point de contact m 
de la tangente représentée par (1) ne sont autres que les 
valeurs limites des coordonnées du point de rencontre de 
cette tangente avec la tangente voisine, dont l’équation est 


(a+ Aa)X+(b+Ab)Y +c+Ac—o; 


c'est-à-dire qu'on a 


dy y a dy c 
(2) ein ee 


Or, en posant, pour abréger, 
Abc — cb, B=ca —ac, = ab! — ba", 
on trouve les relations 


NA BORE Co O0 RUrE À 4 0YT1l, 
C?z'— CA'— AC/—  b(Aa”+BL”"+ Cc”), 
C?y' = CB' — BC'—= — a(Aa”+ Bb" + Cc”), 


ce qui vérifie les équations (2). 

Quand les fonctions a, b, c sont entières, il est facile de 
trouver le degré de la courbe. Plus généralement, si l’on 
désigne par À, B, D des fonctions entières de degré n en ft, 
on voit immédiatement que la courbe définie par le système 
des équations 


B 
14 = —) = — 
(U) & Y=S 
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est du degré », car, en substituant ces valeurs de x et de y 
dans l’équation ax + by = c d'une droite quelconque, il 
en résulte une équation du degré n ent dont les racines 
déterminent les coordonnées de 7 points (réels ou imagi- 
naires) où la droite rencontre la courbe. 

Remarque. — Le système (UÜ) définit des courbes algé- 
briques auxquelles M. Cayley a donné le nom d’unicur- 
sales, et qui jouissent de propriétés importantes étudiées 
par d'éminents géomètres contemporains. M. Hermite, en 
particulier, leur a consacré, dans son Cours d'Analyse, 
quelques pages très-intéressantes et des plus instructives. 

On ramène facilement les coordonnées x et y au type (UÜ) 
quand elles sont données par des fonctions rationnelles 
d’un nombre quelconque de sinus et de cosinus, pourvu que 
tous les arcs soient des multiples d’un même arc &. Il sufht 
d'exprimer les lignes trigonométriques en fonction de la 


. Fr e °. œ 
variable £ définie par la relation tang - — 14. 
2 


L’équation o(xr,y) =4d(x,y), où ® et d désignent des 
fonctions entières homogènes dont les degrés différent d’une 
unité, représente une courbe unicursale, comme on le voit 
en y faisant y = tx. 

Il en est de même de l’équation 

(er) =V(r—ax)(r —6x)x(xr), 
sio est homogène du degré m et y homogène du degré 
m— 2. On le reconnait en posant d’abord ÿy=tx, puis, 
pour faire disparaître l’irrationnelle (n° 146), 


LD Sent 1 


= 
1 — 0? 


La courbe gauche représentée par les équations 


A B C 
BEES EU) AE CO) 


D 
est dite aussi unicursale si À, B, C, D sont des fonctions 
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entières du degré 7 en t. Le degré d’une courbe gauche 
étant le nombre des points (réels ou imaginaires) où elle 
est coupée par un plan quelconque, on voit, en raisonnant 
comme BquE les unicursales planes, que a courbe consi- 
dérée est du degré ». 


S XII, — Points singuliers. — Construction de courbes. 


AO x — _ point d’inflexion. 
c\® 
947. æx—o et r—c (2) > points d’inflexion. 
a 
988. x — + £ > point d’inflexion. 
6°? 


m : e : 
249. —>>1; x—a, point d'inflexion; 
la tangente en ce point est parallèle à l'axe des x. 
— <{1, æ—a, point d'inflexion; 
pe. ñ 


tangente perpendiculaire à l’axe des x. 


250. (Fig. 16.) L'origine est un point triple; l’une des 


Fig. 16. 
y 
| 


branches touche l’axe des x, les deux autres font avec ce 
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. 3 a a 
même axe des’'angles dont les tangentes sont ; et … 


La courbe est unicursale, comme on le voit en remplaçant 


dans l’équation y par tx. 
(Remarque du n° 915.) 


251. (fig, 17.) Point triple à l’origine. En ce point 
dy : F5 Gr 
—- a les trois valeurs o, 43, — 1/3. 
4x 

La courbe est unicursale (n° 245). 


Fig. 17. 
y 


252. (Fig. 18.) Trois points doubles : 


Fig. 18. 


À 
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dy 


Y = 0; T—=— a, — 
dx 


{ 2 
= nd, AT—=0, ——|(:) . 


253. (Fig. 19.) Point double à l’origine. De l'équation 


Fig. 19. 
y 


2æ—=V8ay—J EV4ay — 7! 


8a(ÿ2—1) : 
pour l’ordonnée des points d’inflexion. 


ÉPNS m OL Re: 


Va6—1 


254. Rebroussement de première espèce pour x — a. 


Fig. 20. 


© 


255, Quatre directions infinies. Deux branches asympto- 
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uiques. Rebroussement de seconde espèce à l’origine, l’axe 
des x étant la tangente commune. | 


256. (Fig. 20.) Deux branches infinies sans asymptotes. 


d & É 6 ae 
Point d’inflexion Pour 64 a sur la branche quis étend 


225 


indéfiniment au-dessous de l’axe des x. Rebroussement de 


seconde espèce à l’origine. 


257. (Fig. 21.) Deux points doubles pour x = #+# 24. 


= e dy I . LE - 
En ces points — — + —. Quatre points d'inflexion. 
dx 2 
2 


Fig. 21. 
"| 


PRES 


© 
Le 


\ 
258. (Fig. 22.) Asymptotes : x — " F=— (x nes 3 à 
2°. 
À l'origine, rebroussement de première espèce. Quatre 


L e. je e e. La 
points d'inflexion, dont deux situés sur l’axe des x. 


259. La courbe a trois points d’inflexion, l’un à l’ori- 
gine, les autres aux points dont les coordonnées satisfont 
aux équations 


ÉPNEEREn 


a? 2 


TI 
DR. vVre(Veren 
ZT 2. 
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Les trois points, comme on voit, sont situés sur la droite 
représentée par la seconde des équations (1). C’est là une 
application de ce théorème général, dû à Maclaurin : Quand 
une courbe du troisième degré a trois points d'inflexion 
réels (ce qui est le plus grand nombre qu’elle en puisse 
avoir), ces points sont en ligne droite. 


(Voir Brior, Complément de Géométrie analytique.) 


Fig. 23. 


260. (Fig. 23.) En substituant des coordonnées pulaires 
aux coordonnées rectilignes, l'équation est résoluble par 
rapport au rayon vecteur. On la discute d’ailleurs, sans 
changer de coordonnées, en prenant une inconnue auxi- 


L1 L2 Hh . 
liaire t— -, ce qui donne 
mr 


cs 
DL Li dE —E 4 bte) — di, 


| 


— al. 


27 = (ait + 4Ab't) 
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L'origine est un point triple, un’point d’inflexion et un 
point de rebroussement. Les points de la portion fermée de 


Fig. 23. 


y 


la courbe qui sont les plus éloignés de l’axe des x et des y 
ont respectivement pour coordonnées 


“se PERS __, f24b 
Sd Eye k = (Re) : 


4 


î 1 
b [ob\? lu Da TON 
M RAT ee 


L'examen de la dérivée exprimée en fonction de t fait 
connaitre l'existence d'un point d'inflexion sur la branche 
infinie située à droite de l’axe des “2 


261. La courbe a une infinité de points doubles, pour les- 
dy + e 
quels mn + (kr), k recevant toutes les valeurs entières 
TX 
positives. Elle a aussi une infinité de points isolés. 


262. Lorsque les courbes sont représentées par des équa- 
tions en coordonnées polaires, on trouve généralement les 
points d'inflexion en posant [formule (b), p. 198] 

dr? dir. 


(A) r?+9 — 


= re EE O Voie 
do” 4 d9? ss 
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Il est quelquefois avantageux de remplacer cette condition 
par celle-ci, qui lui est équivalente : 
(B) du ei du 
d0 de? 
u étant l'inverse du rayon vecteur. 
Pour la courbe dont il s’agit ici, la condition indiquée 
donne 
(49 — 1) — 0; 
d'où 
I - 
SRE ff mt 1 
2 


Cette courbe, cas particulier des spirales dont l'équation 
est r — 46", a été désignée par Cotes sous le nom de Zituus 
(armonia mensurarum). 


263. L’équation { A) ou l’équation (B) du numéro précé- 
dent devient ici 
b cos®0 + 3a cos?0 — 2a —.0, 


i | 


À 


ou, en posant 


(1) 2am — 3az — b —o. 


Si l’on a aZb, les trois racines de l'équation (1) sont 
réelles, mais l’une d'elles ne satisfait pas à la condition 
En COS Tr. 

Si a << b, deux racines sont imaginaires. Il en résulte 
que la conchoïde a quatre points d’inflexion quand a est 
plus grand que b, et deux seulement quand a est plus petit 
que à. 

Il y a également deux points d’inflexion si a — b. 

La conchoïde peut se construire de la manière suivante: 
d'un point fixe À on mène un rayon vecteur quelconque 
indéfini qui rencontre en B une droite XX’ dont la position 
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est invariable. À partir de B, on porte sur le rayon vecteur, 
et dans les deux sens, des longueurs BM, BN égales à une 
ligne donnée a; la conchoïde est le lieu décrit par les 
points M et N, quand on suppose que le rayon vecteur 
tourne autour du point À. 

Cette courbe fut imaginée par le géomètre Nicomède 
(environ 150 ans avant J.-C.) pour résoudre les deux pro- 
blèmes, si célèbres chez les anciens, de la duplication du 
cube et de la trisection de l’angle. Newton en a fait usage 
pour la construction des équations du troisième degré 
(Arithmétique universelle), et les architectes Vignole et 
Blondel l’ont utilisée pour Je tracé des füts de colonne 
(Cours d’ Architecture, par d'Aviler). On peut substituer 


Fir.2% 
y 


ne 0 


| 


à la base XX’ une ligne quelconque, et l’on obtient alors : 
des conchoïdes d'ordre supérieur. Dans le cas où l’on 
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prend un cercle et où le point À est sur la circonférence, 
on trouve le limaçon de Pascal (n° 479). De La Hire a donné, 
dans les Mémoires de l’Académie des Sciences (année 
1708), un long travail sur les conchoïdes à base quel- 
conque. 


3x 


Q 7 A ps Lu = —, 
264. (Fig. 24.) Asymptotes répondant à 9 — LL = pa 


à la distance a du pôle. L'origine est un point double, et 
la tangente en ce point est la bissectrice de l’angle des 
axes. Les points d’inflexion sont donnés par l'équation 


3cos0 + 2sin$0 — 0, 
ou 
2tang$0 + 3tang’0 + 3—0, 


dont une seule racine est réelle. 
265. (Fig. 25.) L'axe des y est une asymptote. 


Fig..25. 


y 


Les points d’inflexion autres que l’origine sont déter- 


FRENET. — Recueil. 12 
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. , "4 . 
minés par | équation 7 
8cos®20 + 3cos’20 + 6cos20 +10 —0, 


qui ne donne qu’une valeur réelle pour cos 26. 

La plupart des courbes données dans ce paragraphe sont 
tirées de l’Introduction à l'analyse des lignes courbes, 
par Cramer (Genève, 1750). 


$ XIII. — Rayons de courbure et développées * 


des courbes planes. 


NOTATIONS ET FORMULES. — p, rayon de courbure en un 
point (x, y) ou (r, 8) d’une courbe donnée par l’équation 


(LT) 0 NORME RUES 


e, angle de la tangente avec l’axe des x ou l’axe polaire; 
P, distanee de l’origine à la tangente; 
æ et 6, coordonnées du centre de courbure; 

I 
U = —: 

: 

r ds° 
PT Grdiy — dy die 


OR (Se) 


dx dy} dx! 


5 
2 


A je near D EN Mure 


dy? dx dy dxdy 


3 


F dr? du\?1? 
RRONMMRAE) | 


b 7 

“ RAR ee À ee 
do 57; SR er Fr 
ds dp dr 

Ë M nr 


SOLUTIONS. 170 


Les quantités p et r se rapportant à un point d’une 
courbe, p, et r, au point correspondant de la développée, 
on a 


(d) ri=r'+p—2pp, pi=1 —p 


Si w désigne l’angle des axes, on a 


3 


: - | 14 20060 À + (a) 
dx dx 
(f) pe TRE Era ere 


Fa 0e 
—— sine 


dx? 


966. On tire immédiatement de l'équation 


 P-hHigT ETUI EE ONE 
M Di Ronde = Dal Edo: 
Par suite, 
3 
AR nCa lu ee 
j 
On a aussi 
Re de 
P 
d’où 
4 
: ne p?6 je 
QG) É _- 
De plus, RRTE 
TUNER 
éd ls DE 
ce qui donne 
PATATE p'(p +4) 


G+g)(ar°+p') 
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et comme l'équation proposée peut s’écrire 


= \P EGP) ER 
il en résulte 


G+ag} (ar +p'} =p\(p + ga)’; 


ou bien, en tenant compte de la relation (1), 


2 


2 2 
nas) aus 
2 | —q{-) —={i+g). 
(2) P P \ q) 
Pour g — 0, l'équation (2) se réduit à une identité; mais 


en la mettant sous la forme 
2 


+ ga : À 
e\* (e | RETN 


G)= î q 


et prenant la vraie valeur du second membre pour g = 0, 


on t'ouve 


D o 


TEST dim) 
équation connue de la développée de la parabole. 


267. ERP SNS 
124? 


d’où 
25 3 
81602 + 16 PRES (a Pet) 10. 


La parabole semi-cubique est la première courbe qui ait 
été rectufiée. Cette rectification fut trouvée presque en 
même temps par Van Heuraet, Neil et Fermat. 
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SOULUTIONS. 

{ 
268 De ne) ee Sax CLARA 
3(2a — x) Au ie s pr 


36 


\4 3 2 
(5) +64(—) + 344 —0o. 


€ 


Quand une courbe est unicursale (n° 245), il est manifeste 
que sa développée l’est également. Si l’on pose ici x = ty, 


on trouve en effet 


ali+6”) _"6a 
YL TES CT. 
1 É 
269 &—_+ raz) | Gr Riom) 
1 
| GPS 


En faisant tourner les axes d’un angle de 45° autour de 
l'origine, on reconnait que la développée est aussi une 


astroïde (n° 232). 


2x ) 
Es3 9 
Abe ee 
6 CE a—œx—a\e +1), 


— 


e 
d’où 
. LE 
z _6H(6—6a)° AN 6H+(8— 82; 
(Gr ape TMD 4 a ? Per va O$ Za 9 
et enfin 
+ 1 
ae CL 2 2 2 + ER re 
er 1 67FAa26(6— 84)! 
4a 8a 
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Cette courbe a été nommée logarithmique par Huyghens, 
qui l’a étudiée (De causa gravitatis, Opera reliqua). 


971. p—2-- 


d’où 


La chainette est la courbe que figure un fil homogène 
pesant, flexible et inextensible, et dont les extrémités sont 
fixes. A l’origine du Calcul diférentiel, les géomètres s’en 
sont beaucoup occupés, notamment Leibnitz, qui la con- 
struisit au moyen de la logarithmique (n° 270), et Jean Ber- 
noulli, qui en donna le premier l’équation et les propriétés 
principales. 


2 4n/2 
279.5 En 
Æ 
Æ 
2 2 yat 
8— —, a = — alog” (a JT 
Li # ## 
d’où 


La chaïnette est donc la développée de la tractoire 
(n° 473). 

La travtoire ou tractrice est la courbe décrite par l’ex- 
trémité d’un fil inextensible et sans masse, situé dans un 
plan horizontal, et dont l’autre extrémité est tirée le long 
d’une ligne droite. Il faut ajouter que la vitesse acquise du 
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point mobile est incessamment détruite par la résistance 
du plan, ce qui revient à supposer le frottement infini. : 
Leibnitz a démontré que la portion de la tangente à cette 
courbe comprise entre le point de contact et la droite direc- 
trice est constante, d’où le nom de courbe aux tangentes 
égales donné à la tractoire. Huyghens en a fait l’objet d'in- 
téressants travaux; Clairaut l’a beaucoup généralisée en 
prenant une ligne quelconque pour directrice. : 


973. En faisant usage des formules (c) et (d) de ce pa- 
ragraphe (p. 178 et 179), et posant 


œ 


In; 
(1 + a)? 
on à 
; en : FA 
Pp=mr, PET E Das 


Il en résulte que la développée est une spirale logarith- 
mique égale à la proposée; elle se confond d’ailleurs avec 
le lieu des extrémités de la sous-normale polaire. 

_ La spirale logarithmique peut être à elle-même sa déve- 
loppée. Pour qu’il en soit ainsi, il faut et il sufhit que l’ex- 
trémité du rayon r; aboutisse à la courbe. On doit donc 
avoir en même temps, puisque les deux rayons r et r, sont 


Lu 
û ÿ (2x5+5) 


— + 
e 
VE ETS GE Se : 


perpendiculaires, 


Comme on a de plus 7 = «r;, la condition cherchée revient 


à celle-ci : 
RHONE ROUTE 


= e ER ou Varie É pl e 


Il faut et il sufñit qu'on puisse déterminer un nombre en- 
tier Æ satisfaisant à cette équation. 
Cette courbe se reproduit de plusieurs autres manières : 
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sa développante, ses caustiques par réflexion et par réfrac- 
tion en supposant le point lumineux au pole, le lieu du 
pôle d’une spirale roulant sur une spirale fixe égale, sont 
des courbes égales à la proposée. Ces propriétés remarqua- 
bles ont vivement frappé Jacques Bernoulli. À ses yeux, la 
spirale logarithmique n'est rien moins que le type de la 
constance et le symbole de la résurrection. Voici le curieux 
passage où il donne carrière à son enthousiasme : 

« Cum autem ob proprietatem tam singularem tamque 
» admirabilem mire mihi placeat spira hæc mirabilis, sic 
» ut ejus contemplatione satiari vix queam, cogitavi illam 
» ad res varias symbolice repræsentandas non inconcinne 
» adhiberi posse. Quoniam enim semper similem et eam- 
» dem spiram gignit, utcumque volvatur, evolvatur, radiet, 
» hinc poterit esse vel sobolis parentibus per omnia similis 
» emblema : sémillima filia matri..….. Aut, si mavis, quia 
» Curva nostra mirabilis in ipsa mutatione semper sibi con- 
» stantissime manet similis et numero eadem, poterit esse 
» vel fortitudinis et constantiæ in adversitatibus, vel etiam 
» carnis nostræ, post varias alterationes et tandem ipsam 
» quoque mortem, ejusdem numero resurrecturæ symbo- 
» lum; adeo quidem ut si Archimedem imitandi hodie nunc 
» consuetudo obtineret, libenter spiram hanc tumulo meo 
» juberem incidi cum epigraphe : Eadem mutata resurgo. » 
(Acta eruditorum, ann. 1692, p. 212.) 

Descartes s’est occupé le premier de la spirale logarith- 
mique. Il la définit par la propriété que possède le rayon 
vecteur de faire un angle constant avec la tangente. 


974. Soit l'angle du rayon vecteur avec la tangente en 
un point de la courbe; l’équation revient à celle-ci : 
1 
(r? te 2)? 


tang p = F 
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par suite, 
(1) PS nine (re MAI 
et, en vertu de la formule {c), p. 178, 
(2) pli a? 
Rapprochant ces résultats des formules (d), p.170, il vient 
Pr Va 


pour l’équation de la développée, laquelle est évidemment 
un cercle. 

On reconnait d’ailleurs, dans l'équation proposée, l’équa- 
tion différentielle de la développante du cercle. 


275. L’équation de la courbe étant 


HG EUS2C 
et aussS]1 
CHAri ar) 


on trouve d’abord 


a HAN a 
PSE CITE TES 13 
3(x+ y?)° 3(cos 20 )° 
puis 
= (a — x — y?) 2 a sin°0 
PTE APN VE ia fl ouiees Ha ui ? 
MEN EL, 3(cos20)° 
x(a+ x + y?) 2 a Cos* 0 
he EVE ss Ce SU 
3(cos25)° 
d'où 


2 2 2 2 L 
320W2\/ 2: 2\1 94 
(1) (54 5) (a — s }r — D 
DE 
Si l’on passe aux coordonnées polaires, en posant 


2 = rc050, LG —7SIn0, 
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l'équation (1) devient 


2 4 
3 ES 
LU 4 a° 1 + tang?0 fa 1—tang'0 + tang'0 
ra 2 


FRRSMEAE AIN TT ] 
9 (i-tangte (à =tngte) 1 — tang ‘0 


On voit que cette courbe est unicursale (245) en posant 


rt 
tang 0 = —— « 
Des mo 20 
276. L’épicycloïde étant représentée (n° 234) par les deux 
équations 


| b 
| x —(a+b)cost — b cos Lo 


(2) 


4 1-10 


Lr= (a+ b)sine — 0 sin ta 
on en tire 
dx > a DEC a 
— 2 [AA — 
LP ) cos D SN? 
(2) 
PT NOT ee ne 
CARTE 2. b "EDS 
dy Sn a+ 2b DIE 1 
AL E b * dx!  4b(a+b) ,4+2b . at 
sin 
2 b b 
Par suite 
| DE OR LU LR MA Un RG 
; | ÿ" a+ 2b 2 b Mr no 
1+Y2, Ab(a+b) . a+2b . ai 
— —— = — ———— sin (sin "0x 
æ. a + 2 b 2 2 b 


a+2b b 
mes HA se à O LM à 14 
Fa 0 PR M D +. ’ 


15} | = ab /a+b a+ b à 


sin { + sin Ch Es 
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Il suflirait de remplacer b par — b pour avoir les formules 
qui conviennent à l’hypocycloïde. 

Les équations (5) représentent la développée demandée ; 
on voit qu'elle est aussi une courbe du genre épicycloïde. 
En changeant d’axes rectangulaires sans déplacer l’origine, 
on peut mettre les équations (5) sous la forme des équa- 
tions (1). 

L’équation (4), qui donne la valeur de p, peut s’obtenir 
presque sans calcul en employant la formule (p. 178) 


P — æ (n° 277). 


Pour cela, il est nécessaire d’avoir une relation entre r et p. 
Or on tire d’abord des équations (1) et (2) 


. la 
+= r—= a+ 4b(a + b) sin 


ZAY — 7 dr … FES D 
ETC —2(a+b)(a+2b)sin ma | 
ds ras 
a =2(e+b)sin—; 
puis 
x dy —Yd DRE 
p= = (a + 26)sin 
et enfin 
4 a + 2b. (7 —' a! 
(6) Fer ADR EUR 


Téta +6) 


relation qui, diflérentiée, conduit immédiatement à l’équa- 
tion (4). Cette relation (6), qu’on peut regarder comme 
l'équation de l’épicycloïde, est d’un emploi commode dans 
plusieurs cas (n°° 481 et 489). 


977. 1° De l'équation évidente 


Pp =xSsines — Y COSE, 
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on tire É 
dp = (æcose + ysine) de, 
d?p dx ET 
es ni QU Se d'A 
Or 
dr ; dy ds 
C lee er a À tee 
OS , Sin € Pr P sin 
donc 
pt æp 
P TE À fé RE 


| Nu Fr Wen 
2° Pour obtenir la relation Le _. il suffit de difié- 
P 


rentier l'équation 


et de comparer le résultat à la formule (b) de ce para- 
graphe, p. 178. 


278. La relation proposée se ramène à celle-ci : 


dx b+7y 
2A— = ———— 
ds LA ; 


où le premier membre peut être regardé comme précédé du 
signe E; et comme on a généralement 


d | a) 
LEUR) ds 
PR ITS 
il en résulte 
247 
TE b? — y! 


On a d’ailleurs, N étant la longueur de la normale, 


DL OP TAN 
DE IUT 
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par suite 


L’équation proposée appartient à la courbe décrite par 
l'un des foyers d’une ellipse qui roule sans glisser sur 
l'axe des x (Deraunay, Journal de Liouville, t. VI). Cette 
courbe jouit aussi de la propriété d'engendrer, par sa ré- 
volution autour du même axe, la surface minimum qui 
renferme un volume donné (n° 686). 


979. La variable indépendante étant x, on trouve 


‘1 TD DER a+y")r" 
au 9 ds Tr ae ? 


et pour le maximum ou le minimum, 
3727"? cs, (1 2h SMS, 0 — 0, 
D'ailleurs, l'équation du cercle osculateur étant 


(R—z}+(T—r}=?p", 


on a 
“ dY 
(X= x EE CY HE = 0» 
DURE ŒY 
2) Ée Lin 
11 Dur. 
3 PE vf _ mn 
(9) RD 


Diflérentiant l'équation (2) par rapport à X, il vient 


RES | - BY 
ax 4aX° mare 


et, à cause des relations (3), 
d'X 
AN @ 


ce qui démontre le théorème énoncé. 


190 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


Si l’on joint le point m d’une courbe avec le milieu p 
d'une corde parallèle à la tangente en ce point et infiniment 
voisine, l’angle de la normale avec la direction limite de la 
droite my a été nommé par Transon la déviation de la 
courbe en m. La tangente de cet angle a précisément pour 
valeur le second membre de l'équation (1). (Voir Journal 


de Liouville, 1841, p. 191.) 


280. L’équation proposée peut s’écrire 


[ re 


en supposant les courbes rapportées à des coordonnées po- 
laires dont O est le pôle, et désignant par d;, 0:,..., 0, À 
les rayons vecteurs des points A;, A,,..., À,, M. 

Les quantités d ainsi que À sont des fonctions de l'angle 
que fait la transversale avec l’axe polaire; en différentiant 
deux fois l’équation (1) par rapport à cet angle, il vient 


a VI 2 A. 


0? A 
D'un autre côté 
5 1 Sade 


COS QE TE CRT DE RE 
(92 + 92)? . p (92 + 92)? 
d'où 


100000" 0RS- 00048 
pcosa 03 ; 
de même 
UNE AE Ar 
R costu Re TE CE 


Donc, en tenant compte des équations (x}ret (a), 


D = : +Ÿ a 20/7 00 M m 
p COs'a 0) TRE TMNRRE ER COS pe 


C'UOIMENUDE 
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& XIV. — Géométrie à trois dimensions. 


FoRMULESs RELATIVES AUX COURBES GAUCHES. — En un 
point m(x,y,z) d’une courbe on peut concevoir trois 
lignes droites rectangulaires entre elles, savoir : la tan- 
gente, la normale principale et la perpendiculaire au plan 
osculateur. Sur chacune de ces droites il existe deux direc- 
tions différentes : l’une est définie par les cosinus des 
angles que fait cette direction avec les directions positives 
des axes coordonnés, et l’autre, qui lui est opposée, par ces 
mêmes cosinus changés de signe. Pour abréger, nous ap- 
pellerons cosinus directeurs d'une droite ou d’une direc- 
tion quelconque ceux qui définissent ainsi une direction 
convenue; et ces mots : /a direction (a, b, c), désigneront 
celle que déterminent les cosinus a, b, c. On pourra même 
souvent substituer à ces cosinus des quantités qui leur 
seront proportionnelles. 

Quelques-uns des résultats exprimés par les formules qui 
suivent seront démontrés dans ce paragraphe. 

a, b,c, cosinus directeurs de la tangente ; 

À, m,v, cosinus directeurs de la normale principale; 

æ, 8,7, cosinus directeurs de l’axe du plan osculateur 

ou simplement de l'axe; 

w, angle de contingence ou première flexion; 

u, angle de torsion ou seconde flexion; 

p, rayon de courbure; r, rayon de la seconde courbure. 


RE ci — 1, D AE en mnt D à 2 CC a no D ml = à 
laa+b8+cy—=o, al+bu<+cer==0, ah + 6u + yv — 0. 


TLC ER NL ER TS NC DE be ES 
ab+aé+iu—=o, bc+éy+uy=0, ca+ya+vi—o, 


(a’) 
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æ— br — cp, EE y = au — b); 
(b) A—8c—yb, p—ya—ac, v —ab—6a; 
Une bD— va — }y, c— À6 — pa. 


_ RE RÉ se 
ds ds”? ds” 
{ dr æ) a) 
ea PM PISEL {bee 
(ce) AT | (2 (£ 
À ———;: = ——, y —= À 
« a) © 
dy d'z — dx &y dz x — dx d’'z dr d'y — dy d'x 
= — - ————— 3) À: = ——— — —— 
w? ds w? ds w°? ds 
3 
(LIN Le da \ 2% 
LE LE DE 
A | { A | (at) + (4£ | | 
(4) lp Curie ds 


\ | 


| [dr dy — dy EaY (dy 3 — did y} + (dz dx — dx d'z) a 


I 71 
r cs 


{ 
| _ dai(d'y ds — dz By)+ dy (d'z dx — d'x d'z) + dz(d'x y — d'y dx 
Fe (dr d'z — dz dy} + (dzd'x — dx ds!) + (dx d'y — dy dx) 


(n° 283 
: 6 Ù 5 dy 
(#) 1 = “SRE RON SET AR TT AE (n° 282 
& u « u &) u 
(SNA) == a 0e Re du — 6u — bo, dy = qu — co (n° 284 


Les formules Ef) jouent un rôle assez important dans 
l'étude des courbes à double courbure. On peut remarquer 
que l’une quelconque des égalités 


(A) CRE GRR TR A 1155 


A] U (2) (74 G) u 


n’est que l'expression analytique de ce théorème : 


hs, CN es ds ds Si À 
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« Le rapport des flexions d’une courbe en un point est 
égal au rapport des accroissements que subissent, en pas- 
sant de ce point à un point infiniment voisin, les cosinus 
des angles d’une droite quelconque avec la tangente et 
l'axe du plan osculateur (*). » L 

Plusieurs des formules précédentes se simplifient quand 
on prend l’une des coordonnées pour variable indépen- 
dante. Si, par exemple, cette variable est æ, en posant pour 


abréger 


on trouve 


1 hi z 
CHERE à b —— are 
D D D 
y!) LR ES 2! 7" Fo (y! LAS z!y") 
À — D: s EH —=p: D: » 
ch HE nr ze vert) 
É D: , 
> sa RES z! y” 8 2" y” | 
SA A a RU Te 
D? 
OR ; 


rs A y” F A y "2 33 PAIE 


En FILE VA 1" 
(y 27 — 2 PE y + 2° 


pe ré SC 


at) 


(*) Dans le Traité de Calcul différentiel de M. Bertrand, les formules (x) 
sont désignées sous le nom de formules de M. Serret. C’est là une dénomi- 
nation erronée, comme l’a reconnu M. Bertrand lui-même ( Rapport sur les 
progrès les plus récents de l’ Analyse mathématique, 1867, p. 27). Le théo- 
rème cité dans le texte, et qui, sauf la notation algébrique, est identique aux 
formules (2), a été donné par l’auteur du présent Recueil dans une Thèse 
imprimée à Toulouse en 1847; le travail de M. Serret sur ce point n’a paru 
que trois ans plus tard. De plus, un développement de la Thèse renfermant 
ces formules et plusieurs de leurs conséquences avait été mis, dès la fin 
de 1847, entre les mains de l’illustre rédacteur du Journal de Mathématiques 
(voir les Nouvelles Annales de Mathématiques, 1864, p. 284). 
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Il est quelquefois commode de calculer r par la formule 


__ (++ 32) 
à p° (y” g" — 72) 
281. 1° Soient x, y, z les coordonnées d’un point M de 
la droite D; x;, 71, z, celles-d’un point M, de la droite D,, 
et posons 


æ — di 0er: 01 AUS tdQN 


% 6, V1 
La condition du minimum donne la relation 


(x—x,)dr +(y—y;)dy +(z—2)dz 
—=(x—a)dr, + (y —yi)dy;+ (2— z)d2. 


D'ailleurs, 


dia dh dy = AS ORNE 
di ta;dh), dy; Grid Ou A = a re 


d'où, à cause de l'indépendance de z et h., 
(3) (x— za +(ry—»:)6 +(z—z)y —=0o. 
(4) (z—r)a+(r—r)+(z—za)n=0;, 


Ces équations expriment que la ligne MM, est perpendi- 
culaire à chacune des droites données. On en tire 


&) ÉCRAN 
6: ps 6: STE a: ‘ab, EE Ga 


La valeur commune de ces rapports est 


= po Er 
Vêri— y) + (ya en) + (a5 —6u) Sn 


SOLUTIONS. 199 


en désignant par 0 la plus courte distance, et par V l’angle 
des deux droites. 

Il résulte de là que les valeurs p, q, r des cosinus direc- 
teurs de l’une des directions de la plus courte distance sont 


données par les formules 


6y — y6 Vi — 2 Vi a8, — ba; 
6 A nn = ER TES ST nes on E CS DENTS à VD 
) x sin V DE sin V PAR sin V 


2° On déduit des équations (5) et (6) 
RE DONNE cc ad, 4—2—"Er0, 
et par suite, 
(9) p+ gr) == ÆEfpfr—e) +a(r—n)+r(s—z)il 
D'un autre côté, 


SRE Rs 


(8) Y—Yi=b—b; +6hk—6,4;,, 


2—u—=C—0Q +yh—- y, 

d’où 

ple—ar) +6(y—r)+r(-z)=pla—a)+q(b—bi)+r(c—ci), 

en tenant compte des Slatibne: évidentes 

(9) Pa+q6+ry=0, pu+q&+rp—=0o. 

Les relations (7) et (9) donnent enfin 
J—Efp(a—a)+q(o—b)+r(c—a)], 

c’est-à-dire | 


a—@) (6y— 78) + (bb) (gui ay) + (c— ci) (26 — 621) 


 - L 
‘Ta sin V | 


où l’on peut concevoir sin V remplacé par sa valeur 


V{ 6 ue YA) + (qu — ay)? + (a, — 62)? i 
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3° Pour le calcul des coordonnées des points M et M,, 
il suffit de déterminer k et ,. Or, si l’on multiplie respec- 
tivement par &, 6, y les équations (8) et qu'on ajoute le 
résultats, il vient 
o—a(a—a)+6(b—b;)+y(c—c)+A— A cosV 
On trouverait semblablement 
o=a(a—a)+6(b—b)+y(c— c)+AhAcosV — 2, 
d'où 
(10) — A sin? V— (a — ai) (ce cos V — a) + (b -— b;,){6, cos V — 6) 


+(c-—a)(y cosV— 7). 


Observant que le binôme «, cos V — x peut être mis sous la 


forme 


œifau + 66, + yy) — a = pq — pa) — 6(a8: — 6) 
— sin V(qgy — ré), 
fl vient 
2 Ga) (qu r6)-+ (08) (rap) (=) (pére) 
sin V 

On obtiendrait pour h, une formule tout à fait semblable. 

L’analogie des expressions X et d est manifeste. Elle tient 
précisément à cette circonstance, facile à reconnaitre par 
la Géométrie, que la longueur 2 sin V est la plus'courte dis- 
tance de la droite D, et d’une parallèle à la perpendiculaire 
commune, menée par le point (a, b, c). 


239. Démontrons d’abord que la droite dont la direction 


0e ' dx dé dy x ; 
est définie par les cosinns ==, .-—* est perpendiculaire 
U U U 


à la fois à la tangente et à l’axe du plan osculateur. Il sufht, 
pour cela, d'établir les équations 

a da + bd + cdy — 0, 

x dx + 6 d6 + y dy = 0; 


2, mat à RS Dm SL. di Du Le L. 
ï 


LA. Do 


TS PPT EEE 
e 


E 
7 


1 
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or la dernière résulte évidemment de 
++ y— Tr, 


et la première, de celle qu’on obtient en diflérentiant la re- 


lation manifeste f 


«a +6b+yc—=o, 
et remarquant qu'on a 
a da + 6 db +yd=o 


en vertu des équations données. 
Il suit de là que l’on peut poser 


mais il est permis de choisir pour l’angle de torsion un signe 
tel, que ces relations coïncident avec les équations (2). 


283. Ces équations donnent 


u— — (\da + pd6 + y dy) = a d)1 + 6 du + y dr. 
De Ia relation 
da ds d?x — dx d?s 
JE 95 PES de TRE ri 
(A) w ds? 


on tire 
w ds'd\ + \d(w ds’) — ds d'x — dx dÿs; 


on aurait aussi 
© ds? du + p d(o ds’) — ds d'y — dy d's, 
ow ds?dy + »d(o ds?) — ds d'z — dzd's. 


Si l’on multiplie par «& la première de ces équations, par 6 
la deuxième, par y la troisième, et qu’on ajoute les résultats, 
il vient 

wo dsu = a dx + 6 d'y + y diz. 
dy d'z — dzd'y 


w ds 


? 6ety 


Remplaçant dans cette relation & par 
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? 


par des expressions analogues, on trouve.la formule en 
question [formule (e), p. 192]. 


284. En un point M d’une courbe, la tangente, la nor- 
male principale et l’axe du plan osculateur déterminent 
trois plans qui forment huit angles trièdres trirectangles. 
Les arêtes de l’un de ces trièdres sont parfaitement définies 
par les cosinus directeurs a, b, c; À, 1, v; x, 6, y, entre les- 
quels on a les relations (p. 191 et 192). 

MHakV=r, HE pir, CH + NN, 
1—=6c—yb, p—yJa— ac, y—=ab—6a. 


En différentiant les trois premières et tenant compte des 
formules (f) de la page 192, 
da d4 db dé de dry 
= = — pe SES 


(0) U 6) 74 [A] U 


on obtient immédiatement les relations (1). 
On y arriverait aussi, mais d’une manière moins rapide, 
en diflérentiant les trois dernières et ayant égard aux équa- 


tions ( f). 
Si les directions (2, u, v), (2 + A), u + Au, v + àv) 


font un angle 4, on trouve en général 
AN. 
4 sin? + — A + Ap° + Av, 
2 
et par suite 
(3) de d\? + du? + d} = u? + w!, 


puisqu'on a 
aa CD =E 6 — 0. 


La relation (3) est due à Lancret. 


283. Si l’on convient de représenter les quantités rela- 
tives à M, par les lettres adoptées pour les quantités ana- 


” CRE 
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logues qui se rapportent à M, en les accompagnant de 
l'indice 1, on a 

Ti D p}, NY Y = php 1202 — pr; 
d'où 
dr, = dx + p dÀ + À} dp, 
dy, = dy + p dy. a u dp, 
dz, = di + pdy + vdp; 


ou bien, en remplaçant dÀ, du, dy par leurs valeurs 


(n° 284), 


ads; —apu+}dp, bds, —6ou+pdp, cds;—=ypu +de. 


Il en résulte 


(1) aa + bb, + cc, = 0, 
d 
2 ha + pb tva 
u 
(3) aa + 6b + pa D; 


et par suite 


. ds’ — dp? + p°u?. 


Les équations (1), (2) et (3) montrent que la tangente au 
lieu des centres de courbure est dans le plan normal de 
la courbe donnée, et fait avec la normale principale au 


point M un angle dont la tangente est D. Cet angle n’est 
égal à zéro, en général, que pour les courbes planes. 

Par suite d’un calcul incomplet, Lagrange avait été con- 
duit à ce résultat, que le lieu des centres de courbure peut 
avoir pour tangentes les normales principales de la courbe 
(Fonctions analytiques). Cette assertion inexacte ne lui 
serait pas échappée, comme l’a fait voir Poinsot, s'il eùt 
poussé ses calculs un peu plus loin. 
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286. Le plan rectifiant au point (x, y, z) a pour équa- 
tion (p. 191) 
(1) (X—x)i+(Y—y)u+(Z—z)r—0o. 
En la combinant avec celle-ci, 


(X—x)d)+(Y 


ÿ)du + (Z—2)d = )dx +p dy +vdz—=0, 
on en conclut les équations de la droite rectifiante, qui sont 


X = Y— y Z — z 


pds —ydp  yd1— dy du — udr 
Remarquant qu’on à [formules (b) et (g), p. 191 et 192] 


ed — ydp = pfqu — co) — y(6u — bo) — au + av, 


et des expressions analogues pour les autres dénominateurs, 
on met ces équations sous la forme 


DO REA er AE 
au+aw bu+6v cu+yv 


d’où résulte que les cosinus directeurs de la rectifiante sont 
au —+- ao bu + 6w Cu + yo 
Br mers nan me pme 
Vu? + w! Vu? + w? Vu? + w? 


5 
par suite, cette droite fait avec la tangente un angle dont le 


71 . 
————. Si donc on prend sur cette tan- 
u? + w° 


gente à partir du point M une longueur MA — p, et qu’on 


cosinus est égal à 


mène par le point À une parallèle à l’axe du plan oscula- 
teur, cette parallèle rencontre la rectifiante en un point B 
tel, qu'on a 
ds 
AB = 7. 
u 
287. Le plan normal au point (x, y, z) de la courbe a 


pour équation (p. 191) 


G)  (K—z)a+(Y—y)8+(2—5)c=N—0, 
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et la recherche des coordonnées du centre de la sphère 
osculatrice revient à déterminer les valeurs de X, Y, Z qui 
satisfont au système 


(2) No, 14N=0,, .ŒN—0, 


les différentielles étant prises par rapport à une variable 
indépendante dont toutes les autres variables sont des fonc- 
tions. La seconde équation de ce système prend la forme 


da . db dc 
(3) DSP M ON Er NAS) 2er 


et la troisième revient à 


| ou dB de 
(4) (X—z)d Nid cri a)dee 0 
Les équations (1) et (4) donnent immédiatement 
X — x hé Y— y à Z — 23 
de da PANNE TEMPT: du 
Les "2e ee TI — ad — d— — bd — 
ALES AR AUT EAEN : d ds 
ou 
X — x "1. Y— y EX Z — z 
Q(ode=cdb\ RESTES M 1248 — bda\ 
ds \ ds ; ds 


Or on a [formules ( f), p. 192] 


bdc — cdb be by — cu œ 
D Re — = -; 


ds P p 
ne a p du — a dp Lib pui + a dp 
p Ex: op? p? 


De là, et d’autres transformations analogues, on conclut 


X—r YŸ 


pu} + adp “E puy + 6 do vi puy + 7dp 
Re) (Yu (Z 2) 


Y Z — 2 


ou 
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D'ailleurs l'équation (3) peut s’écrire 
(X — æ)À + (Y — y )p CA qe (Z — z)v est à) 


par suite, les coordonnées £, », € de m et le rayon R de la 
sphère osculatrice sont donnés par les formules 
E— x — p} on en D re id ae 2: 


œ 6 " ds 1 


R?— ,? r” dp? 
DUAL 7 4 


288. D'après les formules ( f) (p.192),ona 


du db dc « 

== —=—-—/N, 

da dé dy 7 

m étant une constante. On tire de là, À, B, C désignant 
trois autres constantes, 


a=mo+A, b—m6$+EB,  c—myE0 
+ b+ = mlaa + b8 +cy) +Aa + Bo + Ce. 


La dernière équation se réduit à 


dx dy dz 
A F7 B Fr + C Te 
ce qui montre que la tangente en chaque point de la courbe 
fait un angle constant avec une droite fixe dont les cosinus 
directeurs sont proportionnels à À, B, C. Cette propriété 
définit précisément l'hélice tracée sur un cylindre à base 
quelconque, la génératrice étant parallèle à la droite fixe. 
Réciproquement, l’axe des z étant supposé parallèle à la 
génératrice du cylindre sur lequel l’hélice est tracée, on a 


les équations (p.191 et 192) 
de—= vu, CAM, dy 


d’où il résulte que, pour c constant, v est nul, y constant, 
et par suite aussi le rapport des courbures. 
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289. Les formules (d), (e), (f°) de la page 192 donnent 
les relations 


da da sed 
ee qe ds at 

db dé pit 
PEN TT ÉRUR 

dc ps dy 

= TN 0: 
Pas ds 


d'où, en désignant par A, B, C des constantes arbitraires, 
(1) para—AÀ, "'pb+r6—B, pc+ry—C. 

On déduit de là sans difficulté 

Ai+Bu+Cy—o, Aa+Bb+Cc—p, Aau+B6+Cy=—r7. 


Ces dernières équations montrent qu'il existe une droite 
fixe, perpendiculaire à la normale principale de la courbe, 
et faisant des angles constants avec la tangente et l’axe du 
plan osculateur. Les cosinus directeurs de cette droite sont 
proportionnels à A, B, C, et si l’on suppose qu’elle soit prise 
pour l’axe des z, on a 


d’où résulte 
(1) DES 0 PODEETG = 0 NEC. 


On trouve aussi c constant, ce qui devait être (n° 288). Si 
l’on observe qu’en général 


a == by — cp, 6 — ci — a», 
les équations (1) nous donnent 


DHRCTU, pb — "or? 


ou bien 


204 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 
? 
ou enfin | 
dy dx 
de —crd=—, dy—=—crd . 
is REA % 


On tire immédiatement de là, en désignant par xo et Jo 
deux constantes arbitraires, 


y dx 
Li Rp CT ONE CES 


ds ds 


et par suite, 
(æ — x) dr + (y — Ÿo) dY = 0; 


par conséquent 
(te — x) + (y — Yi) = const., 
équation qui représente un cylindre à base circulaire. 


290. Désignons toutes les quantités qui se rapportent au 
point M, de la deuxième courbe par les mêmes lettres adop- 
tées pour les quantités relatives au point M, en les accompa- 
gnant de l'indice 1. On a (p. 191) | 


Art —=h}, Y—y—=hp, à—323—=h. 
On en tire 
dx; = dx + hd}, dy; =dy +hdp, dz = dz+h, 
ou bien 
ads, — ads +hd), bids—bds+hdp, cds —cds + hd. 


Il en résulte 
ds — ho 


au + db, + cc, = à 
or 


Telle est la valeur du cosinus de l'angle que fait la tangente 
en M; avec la tangente en M Quant au cosinus de l'angle 
que la première tangente fait avec la normale principale 
en M, il est égal à zéro, puisqu'on a 


Ad + pb, +vca = A(Xd} + p du + y dr). 
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On trouve enfin, pour le cosinus du troisième angle 
cherché, 
am +6b+ya—z= CE y 
ds, 
D'ailleurs, la somme des carrés de ces trois cosinus doit être 
égale à 1 ; d’où résulte 


B\2 m1? 
di V(ds — ho) + hu? = ds le — =) Le = | F 

p 75 
291. 1° Conservant les mêmes notations que dans le pré- 
cédent numéro, il faut et il suflit que la tangente en M, soit 
perpendiculaire au plan normal en M, ce qui exige qu’on ait 


aa, + 6b, +yc— Au, 


2 
ou bien 
IE 0, 


c'est-à-dire que la courbe soit plane. 
2° Les cosinus directeurs de la normale principale en M, 


sont 


il faut et il suflit que sa direction soit perpendiculaire au 
plan rectifiant en M {n° 286), ce qui conduit à chercher la 
valeur du trinôme 

a da, + 6 db, + y dei. 


Or on a (n° 290) 


Au 
CA + 6b, —+ Ci — FE 


par suite, 


P: 
a da, + 6 db, + y de; + ad: + bid6 + cidy = d (ae) : 


ds, 


et en vertu des relations { f) de la page 192 


dr — hu, di——uu, dy=—vu, 
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la dernière équation se réduit à 


À 
a da; + 6 db, + y de, = d (a): 


ds, 


la condition cherchée est donc exprimée par 
d’où l’on tire (n° 290) 


k désignant une constante. 
Ce résultat est dû à M. Bertrand, 


299. En prenant x pour variable indépendante ët posant 
p'+2x'=— m*, on obtient les résultats suivants : 


2 DD: 22 FR 
UE , b — , (DR =: 
m' m m' 
L] 
pe Tr pr Ye 
k nn | be EE : 9 V— ri 
m\ nt m 
I 
) DAT — p' 27 
RRRE ES ” (] 6 mare r #4 METY , 
m m m 
m= da 


PT Bpias” da 


La dernière équation fait voir que la courbe est du genre 
hélice (n° 288). On peut la concevoir tracée sur un cylindre 
dont la génératrice est parallèle à la droite qui a pour 
équations 

T'EAHO MR ILES ——10;, 


la tangente faisant avec cetie droite un angle de 45. 
Si l’on cherche les cosinus directeurs de la droite recti- 
fiante (n° 986), on reconnaît qu’elle se confond en chaque 
point avec la génératrice. 


RE? 
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Si l’on met la première des équations (1) sous la forme 


dr xdry 
ds gr = + f — — d: + dy, 
22 L° 


on en conclut s—y— 2, pourvu que l’on convienne de 


compter les arcs à partir du point pour lequel z = y. 


293. La variable indépendante étant x, on trouve pour 
l’équation du plan normal 
i Ï 
Xyz— Yzx — Lxy + xyz — 0; 
pour celle du plan osculateur, 
(a?— bas X + D'ySY — a 8 Z — (at — b'a’l:; 
et pour les rayons de courbure, 


Hier (z'y?+ y?2 zx? 
(a?— 2h28 + by + af 25 
TT 3æb(a —b'japs 


294. La variable indépendante étant z, on a (p. 103) 


VE —=p—2, Jr —=2p — 3, 


x! y" HR Le p° x! Y"— y x" x! x” A7 y y" 
ET Palo erpan 
a Æ b Puce I 
x(p—z) y(2p—2) ZY ap —2} (pra 


I 


7 
PL ÿr+y+p 


On déduit de là l’équation du plan normal et celle du plan 
osculateur. La dernière, qui prend la forme simple 
Xy—Yx+(Z—2:)p —0o, 


fait voir que toute parallèle au plan Xy, menée par un 
q P ) 

point de la courbe dans le plan osculateur, rencontre 

l'axe des z. 
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Ontire aussi des mêmes formules, 


PA TERRA 


— 


9 


2p'{x+ 7? + p!) 
3 
pue s dy xx + y" x Hip r)? 
Ole Mr p0 Nc ars TN JA TS TRES (p. 102), 
r de ZX + y'x Eden A un UN 2) 


el par suite, en tenant compte des relations (2), 
X + ÿ? + p? 
EE re 
#4 


On peut remarquer que l'élément de l'arc 


2 d.&. 2 2 ( es 2 2 472 
IE A AUD 7e) He 4) 


se simplifie quand on élimine p de la quantité placée sous 
le radical. O : a, en effet, en désignant cette quantité par L? 


et ayant égard aux équations (1), 
QPh= [gr — Az + 2) + rt (et 2) ape], 
ce qui conduit à poser x + z = u; il en résulte 
2h pu — y}'{u + auy + 37?) 


et par suite, à cause de larelation (x+y)(z2+x—y)=py, 


ds D TR TR Er 
— = Pr Vlr + y —+ 2 }* + PTE: 
ds x+y | | 
En posant y — 1x, on voit que la courbe est unicursale 


et du troisième degré (Rem. du n° 245). Elle est d’ailleurs 
un cas particulier de l'intersection de deux hyperboloïdes | 
ayant une génératrice commune. Si l’on prend cette géné- 
ratrice pour axe des z, et pour axes des x et des y des géné- 
ratrices appartenant, dans chaque surface, au système 
différent de celui dont fait partie l’axe des z, il résulte im- 
médiatement des équations obtenues que l'intersection est 
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unicursale et du troisième degré, d’où le nom de cubique 
gauche par lequel on la désigne ordinairement. Obser- 
vons que si l’on en cherchait les projections sur l’un des 
plans coordonnés, on trouverait généralement une courbe 
du quatrième degré, puisque chaque hyperboloïde est du 
second. Cette circonstance tient à ce que l'intersection 
complète renferme à la fois la cubique gauche et la géné- 
ratrice commune. Généralement, si m et n sont les degrés 
des deux cylindres qui projettent une courbe parallèlement 
à deux des axes, leur intersection complète étant du degré 
mn, il en résulte qu'elle renferme nécessairement des 
points étrangers à la courbe si le degré de celle-ci est un 
nombre premier. 

La cubique gauche jouit de propriétés dont les plus 
importantes ont été données par Chasles. M. Cremona 
(Nouv. Ann. de Math., 1862) en a fait l’objet d’un tra- 


vail remarquable et très-instructif. 


298. (Fig. 26.) Soient M un point du lieu, H et K les 


Fig. 26. 


points fixes dans le plan xy, C le milieu de HK, O le centre 


de la sphère dont on suppose le rayon égal à 1, MP un arc 


/ 
FrexcT. — Recueil. 1: 
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de grand cercle perpendiculaire à HK ; on a de plus 


MH + MK = 27, HC=CR = 
MP=0; CPE o. 


L’angle P étant droit, la formule fondamentale de la Tri- 
gonométrie sphérique donne les relations 


cosMK — cos9 cos{q — w), 
cos MH — cos9 cos(q + œ); 
d’où l’on tire 


MH — MK cos@ cose cosg 
COS —— — 


SE 


2 COS p 
. MH —MK cosÿsinvysing 
sin p 


par suite, 


… {cos!q Sin 
1== COS 0 À =" COS mA sin°® |. 
COS?p 


Or il est facile de voir sur la figure qu'on a 
ie COS Ÿ SIN ET 008 1/e0S 


par conséquent 


+ | 
Ô a 
sin? q Re cos'qg 


: : — 12 
sin?p COS’p 


Si le rayon de la sphère estR, la projection de la courbe 
cherchée sur le plan xy a pour équation 


sin q .  cos’q 
sin”? COS°p 


Dre —— a 5 


la courbe résulte donc de l'intersection de la sphère avec 
un cylindre. 


En combinant la dernière équation avec celle de la sphère, 


(al a+ +i Re, 
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on en déduit 
Cos? q a+ [1 — tang?p cos'qg)y?+ z?= R'cos’p, 
ou bien | 
ta: Pr+ my+ n2—=1, 
en posant 


2 : 2 F: 
FR LS , __I—tang’pcos Ci es» 1 


2 ? EE —— 0 
R? cos’p AAA R* cos’p R?cos’p 
Si l’on prend x pour variable indépendante, on tire des 
équations (1) et (2) 
ir —/\x : 
RER ES — 
d (me? — m)y° 


(la?+ m'y?+ ntz)R2— 1 
RE RE TER ee à 


(2 — m°?) x 
(m? — n)z° 

1° / — 
ja (mi— n°) y?22 
(m'— P)[1— m°R?) 


(n2— n°): 


(n°— l){(1— 7°R?) 


EE ——, DEEE 
(rm — r}7 LE 

(P— m)(B— rm) PR) 

AE Thot D £ RE Cr PE QE à 

3x(n°—l\'{(1—7°R?) és 3x(m—P}{1— Re) 

nt aptes 

F= me 3x(n?— l)(m°— P\(1— PR?}(1 _m? R*}(1 — n°2) 


s£ ——————— 
HN ; 


US Es z° 


ps 
u 


; , 
(mm? — RENE 


De ces résultats, on déduit pour l'équation du plan normal 


X Ÿ Z 
— an. = 7 ae Pi Er Le 2 A me 
(re en SR HE Où 


pour celle du plan osculateur 


(1 — lR?)2 


M? — n° 


(1— m2) 
n° 22 (Y A) 


(1— n'R?)25 


[= m° 


(X— &)+ 


(Z—2)=0o, 


et pour les rayons de courbure 
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[es 


[(AH a+ my?+ n'z?)R?— 1] 
(E— m)(m— r){(r- 2)H 
fra 3xyz(l°R?— 1)(m2R?— 1)(72R? — 1h 


9 


où l’on a fait 


PR?— 1} 2R?— y}? 
he ani x + fan ! sr 


(mir) (n'— El) 


(a'R?— 71) x 
(Z— m} 

La courbe dont on vient de s’occuper est l'ellipse sphé- 
rique. Pour étudier les courbes tracées comme celle-ci sur 
la sphère, il est avantageux d'employer un système de coor- 
données pris sur la sphère même. Consulter à ce sujet le 
Journal de Crelle, 1. VEet XI; les 7ransactions philo- 
sophiques, 1. XI; les Nouvelles Annales de Mathéma- 
tiques, t. VI et VII, et divers travaux de MM. Chasles, 
Gudermann, Borgnet, etc. 


296. Des relations données par l’énoncé, 


M: 2 
x'+ y?+ 2 R', arc sin eu arctang — 
À TL 


on tire, en posant p°= R°— z°— R° cos° n 6, 
(1) æxdr+ydy +zdz—=o, nydx — nxdy + pdz—o, 


et par suite 


(2) 


dx dy ur dz ds 


2P pyRm Ep 


— p} — RIZ pr —n)z 


Ces équations déterminent les cosinus directeurs a, b, c 
de la tangente à la courbe, et aussi l’équation du plan 
normal qui peut s’écrire 

(7 tangr0 cos® + sin0)X + {7 tang 0 sin0 — cos0)Y — »Z. 


Si l’on prend z pour variable indépendante, les équa- 
uions (1) deviennent 


Tr'+ÿy +2=0, ny —ny x+p=o, 
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et l’on en déduit, en faisant pour abréger WR?#°? + p°—Ry, 
px" = npyz — R'v'x, np'y" = — npxz — R’v?7, 
mp (x'y"— y'x") = p(rz +R’). 

Ces relations donnent les cosinus directeurs &, 6, y de 
l’axe du plan osculateur, et, pour l'équation de ce plan, 
n(nxz+ Re sin0)X + nnyz— R2,2cos0)Y 
+ (24 R6)7Z — R?z{n°+ p?), 
On tire des mêmes relations, en exprimant z en fonctionde», 
np SE TE er — pr" )"] 
= RQ re) do) nn à); 
2 


et comme on a d'autre part, d’après les relations (2), 


I np 
D 
Vi x?+ y"? Ro 
il en résulte 
R?,5 
ES ————————————————_—_—_—_—_—_————re 
is (im) mr + 2)0?+ ntfn?+ ir) 
r de ; ; 
Pour calculer - — — Le observons qu on a d'abord 
P à 
dc 7 n? 
durer L°? É 


puis, si l’on représente le dénominateur de p? par L°, 


Hy={i—-m)e + mnt), 


« 4 
AUTENT ONE M 1 nn LE 3 ntm), 
vu IF \ 
On déduit de là 
r H° 


p  ncosnô[(1 — re? } 0? + 3 n°{r?+ 1}]v°? 


par suite, 
R? (72? + cos’ 0 }3 
Es H? 
R EH? 
EE ————© > —————————— —_———_——— à 
nr cosn 0 (1— n°) cos 20 +4 2n'(n+ 2) 


2 
? 
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où H représente l'expression d 
(1— x?) costn0 — n°'{n?— 4) cos n9 + n'(n?+ 4). 


Si n —1,la courbe est l'intersection de la sphère donnée 
et du cylindre dont l'équation est x? + y?= ax; on la ren- 
contre dans le problème célèbre de Viviani (n° 510). Pour 
ce cas particulier, l’équation du plan normal est 


X sin20 — Y cos20 — Z cos6, 
celle du plan osculateur 
X sin@(2 cos’ +1) — 2Y cos 0 + 2Z — sin0(2 + cos’8)R, 
et l’on a, pour les rayons de courbure, 


(1 + cos?0 }? y" 5ER 3/c0s0 


122 p2 = : 
P * 5 L 3 cos’9 ? 4 6 cos 


4 


avec le cylindre dont la génératrice est parallèle a l’axe 


Pour n — -; la courbe est l’intersection de la sphère 


des z et dont Ja base est la courbe représentée par l'équa- 
tion 


SRE 0 
Va’ + 7? = R cos 4° 
Cette intersection a c'é étudiée par Pappus (n° 510). 


297. En général, la condition pour qu’une courbe, tracée 
sur la surface dont l’équation est F(x,y,z)— 0, ait son 
plan osculateur normal à la surface, s'exprime par les rela- 
tions 
(1) (Tr )=pa(e)=pa(s) 

FORTS FORTS F,;  \ds 


\ 


L'équation de la surface de révolution pouvant être mise 
sous la forme 
x p(z), 


CV ESS 
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on en déduit 


2 Ce ape 
) ds ds 
D'ailleurs, ® est le complément de l'angle que fait la 
tangente en m avec la tangente du parallèle, et comme Îles 
cosinus directeurs de cette dernière sont respectivement 
ÿ £ T . 


ris odil-en résulte que le premier membre de 
T4: tx 


l'équation (2) est égal à r sing. 

Les courbes jouissant de la propriété définie par les rela- 
tions (1) sont dites les courbes géodésiques des surfaces 
sur lesquelles elles sont tracées. En particulier, l’équa- 
on r sins — const. est l’équation des géodésiques des 
surfaces de révolution. 


298. 1°et2° Soientæ, y, les coordonnées d’un point Mde 
k courbe C qu’on peut appeler la courbe directrice; |, m,n 
les cosinus directeurs de la génératrice qui passe en M. Pour 
un point voisin de la courbe, les quantités analogues seront 
x + Ar, Y+Ay, z+ Az, l+ AI, m+ Am, n + An. Les 
équations du n° 281 donnent immédiatement, pour les cosi- 
nus directeurs de la plus courte distance de deux généra- 
trices dont l'angle est », 


MINE RAM n Al — [An lAm — m AI 


> y . y : 
sin F Sin # Sin v 
et pour la plus courte distance elle-même, 


Ax(mAn — nAm) + Ay{(nAl— /An) + Az(lAm — mA) 
sin? | 


DE 


Les limites cherchées sont alors 


mdn-—— ndm nds lun ldm — mdl 
a — à ———————  ————) 
mn v y 


ES 
— =. + 


y“ 


9  dx(mdn—ndm)+ dy(nul — ldn) + dz(ldm — mdl) 
p 
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où ; 
v— Val? + dm? + dn, 
3° Soit À la distance du point M au point cherché M, 
dont les coordonnées sont x,,7:, Z;0n a 


(a) A—z=h, ÿ—y—=hm z—2—=hn, 
et par suite [n° 273, éq. (10)| 


Re dx dl + dy dm + didn 

EE ET A 

Le point M, que cette équation détermine sur la géné- 
trice G a été nommé point central par Chasles, et le lieu 
de tous les points centraux est dit la ligne de striction de 
la surface réglée. Au point central se rattachent une droite 
et un plan. La droite est celle qui occupe la position li- 
mite de la plus courte distance entre G et la génératrice 
infiniment voisine, et l’on pourrait, pour abréger, l’ap- 
peler droite centrale. Le plan, que Bour a nommé plan 
central, est celui qui contient cette droite et la génératrice, 


et dont l’équation est par conséquent 
(X— x, )dI+(Y—7y;)dm+(Z— 2 )dn, 
ou, ce qui revient au même à cause des équations (1), 
(X—x)d'+{(Y—y)dm+(Z— z)dn — o. 


Si h = 0, la courbe C est elle-même la courbe de striction, 
et l’on voit que le plan central contient la tangente à cette 
ligne; ce plan est donc tangent à la surface réglée en cha- 
cun des points de la ligne de striction. Observons que la 
droite centrale ne se confond pas généralement, comme le 
pensait Lacroix (Calc. différ. et intég., 1. IT, p. 668), avec 
Ja tangente à la ligne de striction. Cela ne peut avoir lieu, 
en eflet, que lorsque cette tangente est perpendiculaire à la 
génératrice, laquelle est nécessairement perpendiculaire à 
la droite centrale. 
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299. Soient 


L' = M2326 Ps TI lie 91 


les équations de la génératrice D, répondant à la valeur 
t + At de la variable. Pour trouver le point & où la per- 
pendiculaire commune à cette droite et à D rencontre cette 
dernière, on considère le plan mené par D parallèlement 
à D, et dont l’équation est 


An(x—mz—p)—Am(y — nz—9q), 
Am, An, désignant les différences m,— m,n;—n,.…, 
puis on fait passer par D, un plan perpendiculaire au pré- 
cédent. Ce nouveau plan, qui a pour équation 


RE tre Di Y— 13 —"P; 


———— — " " —————— EE ——————————— —— —— 2 
An + m(mAn—nAm)  n,(mAn— nAm)— Am 


rencontre D au pointu, dont le z est par conséquent donné 
par la relation 


zAm —- Ap AT zAn + Aq 
An + m,(mAn 2 1 An. n, (1m An — Am) — Am 


Les coordonnées du point ‘central sont donc fournies par le 
système formé des équations (D) et de celle-ci : 
zdm + dp zdn + dq 


(Z) = 


G + m°)dn — mndm _ mndn— {1 + dm 


300. Les deux systèmes de génératrices de la surface 
sont donnés par les deux groupes d'équations (A) et (B), 


Ne en 
(A) Pb name 2 
MR rire 
(B) AA 9: 2 TR 


Les équations (A) peuvent s’écrire 


atz ‘a bez b 
ES + —4T!, F=——-{#t 
2 2) 2 3 
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Appliquantici l'équation (Z) du numéro précédent, il vient 
a?— b? 
CS LE RAR APN Li) 
(a? Le b? ) L? 
d’où, en éliminant z et £ entre cette équation et celles du 
système (A), 
% #4 
== A (0 
ai b3 
# e , . 
équation d'un plan coupant la surface suivant une para- 
bole qui est la ligne de striction de ce système. Le second 
donnerait une autre parabole située dans le plan représenté 


par l'équation 


T 4 
— — — = O 
a L3 


301. Les équations des génératrices de la surface peu- 
vent être mises sous la forme (Y’oir Brior et Bouquer, 
Géométrie analytique) 

DNS E FRET 
— cos? = sin — —-sins cos. 
a c ? + ?; b c È ? 

Appliquantla formule (Z) du n° 299 au système donné par 

les signes supérieurs, on a, ® étant le paramètre variable, 
c'{b?— a? }sins cos 

EEE — À 

ab? + atc?sin?o + b'c'cos?e 

— a{b?+ c')sinv 

— ER TER SRE SSSR CO NE PR ee) 

a?b?+ a? c? sin? + b?c! cos’ 

b?{c? + a?) cosv 

b  ab?+ a?c? sin'o + b?c' cos? 


(A) 


ISSN S ER 


Si l’on pose, pour abréger, 


l'élimination de o entre les équations (A) conduit à celle-ci 


@A BB «&C 
(2) ER" ce Pire ; 
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équation d’un cône dont l’intersection avec la surface ren- 
ferme la ligne de striction cherchée, 

Au lieu d'éliminer © comme on vient de le faire, on 
peut exprimer rationnellement les coordonnées x, y, z au 


moyen d’une mème variable £ — ang?) ce qui donne 


D —2At(4i+e)® y. Bfr—) z. 2C{(1—#) 
THE D SE dir LICE D 


où l’on a fait 
Bit+2{A—C}+B=D,. 

On voit que la ligne de striction répondant aux généra- 
trices du premier système est unicursale et du quatrième 
degré. ( Remarque du n°945.) Celle relative aux géntra- 
trices du second système est définie par des formules qu’on 
tire des précédentes en y changeant le signe de e, Les deux 
solutions du problème se trouvent ainsi données par des 
formules distinctes, tandis que l’ensemble des équations (1) 
et (2), où c n'entre que par son carré, les confond dans 
une même courbe gauche du huitième degré. Cette courbe, 
comme on le voit, n’est pas irréductible, contrairement à 
l'opinion de Chasles (Quererer, Corrésp. math., t. XI). 
L'observation qu’on vient de faire est de M. Migotti. 

302. Si l’on pose 5 — 4, ® En, — c, ct qu’on dé- 
veloppe suivant la série de Taylor toutes les différences 4 
qui entrent dans l'expression de 0 (n° 298), l’are s de la 
courbe directrice étant pris pour variable indépendante 
et Às étant désigné par €, on a 


e? 3 
Ar—aGt+a -+a” 
D 


+... 
Ivoe Ù 


3 


4 € 
te ER Le D 
2 11333 


et d’autres formules analogues pour AÀy, Az, Am, An. 
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Pour trouver ce que devient alors 9, il suflit, à cause de la 
symétrie des calculs, de considérer l'expression 


Ax(mAn -- nAm), 
qui prend la forme 


ea(mn— nm) + à LEP PUR gite) 
2 


€ e2 dP 
= (+5 +), 


P—a(mn — nm')+ b(nl'— In) + c{lm'— ml). 


1 


par suite, 


LEE] L ’ LA L2 dP ] . 
Si cette quantité est nulle identiquement, —- l’est aussi, 
ds 


ce qui démontre le théorème énoncé. 


302. En égalant à zéro la quantité P du numéro précé- 
dent, on a l'équation 


(A) dr(mdn— ndm)-+ dy(ndl — Lan) + da(ldm — mdl)= 0. 


Elle exprime que, pour toute surface réglée qui y satisfait, 
la direction définie par les binômes 


mdn— ndm, ndl—ldn, ldm — mdl, 


déjà perpendiculaire à la génératrice, l’est aussi à la courbe 
directrice au point M où cette courbe est rencontrée par la 
génératrice. C’est donc aussi la direction de la normale en M 
à la surface; et comme elle ne diffère pas de la direction 
limite de la plus courte distance de la génératrice consi- 
dérée à la génératrice infiniment voisine, elle ne dépend 
nullement de la courbe directrice et demeure la même tout 
le long de la génératrice. On peut d'ailleurs reconnaitre 
facilement que cette direction est perpendiculaire à toute 
courbe tracée sur la surface au point u(£, n, €) où cette 


SOLUTIONS. 221 
courbe rencontre la génératrice. On a en eflet, en posant 
Er RD PR 7, 7 Nr, 

et par suite, 


dé — dx + Rd +IdR, dn + dy + Rdm + mdR, 
dé + dz + Rdn + nd, 
d’où l’on tire 
dé(mdn — ndm) + dn(ndl — ldn) + dé(ldm — mdl) — o. 


L'équation (A) caractérise les surfaces développables et 
les définit analytiquement. 


304. Prenons un point u(£, n, €) sur la génératrice qui 
passe en M, et désignons par R la distance uM. On a 


dé — dx = Rd! + dB, 
dn — dy = KRdm + mdR, 
dé — dz = Rdn + ndR, 


et il s’agit de prouver qu'on peut déterminer le point u de 
telle sorte que les quantités d£, dr, d£ soient proportion- 
nelles à /, m, n. Or la direction /, m, n est perpendicu- 
laire à celle de la plus courte distance, et aussi à l’axe du 


. : dl 
plan central (n° 298), dont les cosinus directeurs sont —; 
y 


lu dd . £ : 
F8 EU il faut donc qu’on ait 
[9 [a 
dé(mdn — ndm) + dn(ndl — ldn) + dé(ldm — mdl) = 0 


ct 
dE dl + dndm + dédn — 0. 


On sait que la première équation est satisfaite (n° 303), et 
la seconde le sera également si l’on pose 


dx dl + dy dm + dzdn 


R = — 
dl? + dm! + dr? 
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Ce résultat démontre que les génératrices de la surface 
sont les tangentes de la ligne de striction (n° 299), qui 
prend le nom d’aréte de rebroussement quand la surface 
réglée est développable. 

La réciproque du théorème se voit immédiatement. 


305. Si l’on prend l’arête de rebrousserment pour courbe 
directrice de la surface développable (n° 304), les cosinus /, 
m, n deviennent respectivement égaux à a, b, € (p. 191). 
Or l’axe du plan osculateur de l’arête de rebroussement 
est perpendiculaire à la direction (a, b, c) et à la direction 
(da, db, dc); la normale à la surface l’est également, 
puisqu'on à la relation 


dax (mdr — n dm) + dy(ndl — ldn) + dz(ldm + mdl) = 0, 
et l'identité 
dlimdn — ndm)+ dm(ndl — ldn) + dn(ldm — mdl) = 0; 
le théorème est donc démontré. 
306. Outre l'équation (A) du n° 303, qui peut s’écrire 


di(bn — cm) + dm(cl — an) + dn(am — bl) = 0, 


on a 
ldl + mdm + ndn—= oo: 
d’où 
dl ne dm 
m(am— bl)— n(cl — an)  n(bn— cm)— l(am — bl) 
ue dn 
“ dicl— an) — m(bn— cm) 
Or 


m(am— bl)— n(cl— an) —=a—tl(al+ bm+cn)—=a—1lcos0, 


et les autres dénominateurs donnent des résultats sem- 


blables. 
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307, 1° Les équations générales du n° 806 deviennent ici 


dl dm di RER 
(1) = = — — Vdi + dm + dr. 
a b c 
Si l’on désigne par @ l'angle de la génératrice avec l'axe 
du plan osculateur au point M de la courbe directrice, on a 


(2) la + m6 + ny —=cosy, À + pum+uin—siny, 
et par conséquent 
(3) Lde + md$ + ndy + «dl + 6dm + y dn = — siny dy. 


Transformant ce résultat au moyen des équations (1) et des 
formules connues (p.192), 


(4) HE 


il vient 
dy = 4 


Telle est la relation nécessaire qui régit les variations 
de l’angle que fait la génératrice avec l’axe du plan oscu- 
Jateur. 

2° La relation de — u étant supposée exister, la surface 
est développable. En effet, si l’on en tient compte ainsi que 
des formules (2) et (4), l'équation (3) se réduit à 


ad + 8 dm + ydn = 0. 


On a d’ailleurs 
Ldl + mdm + ndn —0, 


et par suite 
dl dm dn 


e 


mn‘ n6 na— l7 16—"ma 


Or la direction définie par les dénominateurs de ces rap- 
ports est celle d’une droite perpendiculaire à la génératrice 
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et à l'axe du plan osculateur, c’est-à-dire celle de la tan- 
gente, ce qui conduit aux relations (r). 

Les arêtes de rebroussement des surfaces développables 
définies par l’équation (5) sont dites les développées de la 
courbe directrice. Comme cette équation ne renferme que 
la différentielle de l'angle y et non cet angle lui-même, il 
en résulte qu'une courbe à double courbure admet une 
infinité de développées. Si la courbe est plane, + est une 
quantité constante. 


308. 1° Désignons les quantités qui se rapportent à l’arête 
de rebroussement par les lettres affectées aux quantités ana- 
logues relatives à la courbe directrice, en les accompagnant 
de l’indice 1. Nous excepterons seulement les cosinus di- 
recteurs de la tangente, qui seront toujours /, m, n. Cela 
posé, en se reportant aux notetions et aux formules des 
pages 101 et 192,on a 


dl da, dm dé, dn dy. 


LE — —— SE 


er 9 
Oo; LU; [on U; o: CAM 


et, à cause des formules (1) du n° 307, 


RE Tu 

(1) ; | Hn=- DE, 
(PORTES 

da; = — au, 
(2) | DB = bu,, 

dy; — cu;; 
d’où 

w, = a dl + bdm + cdn, 

(3) u,—= — (ada, + bd, + cdy). 


Or, par hypothèse, 


al+ bm<+cr—=o, 
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et par suite, 
a di + bdm + cdn — — (lda + mdb + ndc) = — w sin», 


en désignant par ® l’angle de la génératrice avec l'axe du 
plan osculateur au point M de la directrice; donc 


D'un autre côté, le plan tangent à la surface étant oscula- 


teur à l’arête de rebroussement {n° 303), les cosinus direc- 
teurs de l’axe de ce plan sont donnés par les relations 


œ—bn—cm, 6—=cl— an, y, —= am — bl, 


On en déduit 
«a+ b+yc—=o, 


(5) ada + 0 dé, + cdy; — — (a; da +6,db +, dc) 
= —o(a À + 6u + yiv), 
puis 
mi+6p+yv=—(al + 6m+yn) = — cos». 
Ces résultats transforment l’équation (3) en celle-ci : 
(6) U, — — à COS. 


Des valeurs (4) et (6) on tire 


a — tango; 
Ui 
il suit de là que, si la courbe directrice est plane, l’arête 
de rebroussement de la surface développable est une hé- 
lice (n° 288). Cette remarque a été faite par M. À. Serret 
dans le cas particulier où la génératrice est normale à une 
surface S sur laquelle la courbe est tracée, c’est-à-dire lors- 
que cette courbe est une ligne de courbure de S. 
2° On a trouvé généralement (n° 298), pour la distance 
MM, —= fe 
dx dl + dy dm + dzdn 
dd? + dm + dr”? 


FRENET. — Recueil, 19 


h — — 
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formule qui donne ici 
ds 
(7) RÉ REE 


O); 
D'un autre côté, des relations évidentes 
a—r=lh, Y=Y =, CEE 
on tire 
dx, — dx = ldh + hdi, 
dy, — dy =mdh + hdm, 
dz, — dz = ndh + han; 


et par suite, à cause des équations (1) et (7), 
dr; =Tah end oda = NA 


résultat facile à trouver par la Géométrie. 


On en déduit 
USE CR: 


ce qui fait voir que la génération des développées de la 
courbe directrice est tout à fait semblable à celle de la dé- 
veloppée d’une courbe plane. 


809. Soit z—v(x,7) l'équation de la surface donnée; 
si /, m, n représentent les cosinus directeurs de la normale 
au point M, on sait qu'on a 


LANTA NA ANT EE EEUN, 
avec 


dm 7 8 0 A QUE 
et 
dz = pdx + q dy. 
D'ailleurs, la courbe directrice (n° 298) étant ici une 
ligne de courbure, les formules du n° 306 deviennent 


à Ham. \df 
TT AIT 
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ou bien 


(2) dx tr dy ra dz ; 


I est manifeste que d(Np) est une différentielle totale, 
ainsi que d(Ng) et d(N). 
On üre de là 


Naz … dr+pdz » dy + qd 


MEN dp dq 


L'égalité des deux derniers rapports donne immédiate- 
ment l'équation connue des lignes de courbures. 


Les équations (1), cas particulier de celles que nous 
avons données dans le n° 306, sont dues à O. Rodrigues. 


310. 1° Puisque la courbe AB appartient à la surface S, 
on a (n° 295) 


di dm LE dn 5" Val + dm? + dre TM 


(1) AP y Vds ds ds” 


f, m, n étant les cosinus directeurs de la normale à cette 
surface au point M{x, y, z) de la courbe. 
On a de même 


dl, dm, _ dn, V, 
(ES drddrt nds di 


l,, m4, nr et v, se rapportant à la surface S,. 


De plus, 


cos 0 — ll, + mm, + nn, 


6 désignant l’angle sous lequel les deux surfaces se coupent 
au point M. De là résulte la relation 


(3) — sind —1{dl, + mdm, + ndn; +1 dl + m;,dm + 72, dn; 
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ou, à cause des équations (1) et (2) et des identités évi- 
dentes 


ldx + mdy + ndz:=0o, lidx + m,dy + n dz= 0, 


0 const. 


2° Réciproquement, si 0 — const., et qu'on ait en même 
temps les équations (1), l'équation (3) conduit à celle-ci : 
(4) ldl, + mdm, + ndn, = Le 
et comme on a d’ailleurs 


(5) l, dl, + m, dm, + n, dn, = 0, 


les équations (4) et (5) expriment que la direction (d, 
dm;, dn;) est perpendiculaire à la direction (/, m, n) et 
à la direction (/,, m,, n;), c’est-à-dire qu'elle se confond 
avec la direction (dx, dy, dz). C0 F0) 


311. L’équation de l'ellipsoïde étant 


X2 V? 7? ‘ah 


a b? Dir dt 
on aura pour celle du plan tangent au point (x, y, z) 
() ++ En 
avec la relation 
(2) he 
Les équations d’une perpendiculaire à ce plan, menée par 
l’origine, peuvent s’écrire 


a X bY cz 


E) 6) 


(3) 
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Pour éliminer x, y, z entre les équations (1), (2), (3), 
comme la valeur commune des rapports (3) est 


F 
(a X°2 se b2Y? me c'Z3 $ 
il suffit d'observer qu’on a 


x b 2 L 
ax 5 + 4 hf cZ ns La (a X2+ bAY2 AC 7A)E: 


DAVIS CES 2= (a X1+ BY? + C7?) 


fe 


La podaire de l’ellipsoïde (n° 235) relativement à son 
centre est donc la surface d’élasticite (224). 


812. Le plan tangent a pour équation 
(1) (at— 2)xX — LyY — x'2L + x22— 0. 


Pour déterminer son intersection avec la surface, il faut 
combiner l'équation (r) avec la suivante : 


(2) (a— 7?) X1— bBY?— 0, 
sachant qu'on a d’ailleurs 
(a) (a?— z?)x? — by2— 0. 


Si l’on élimine y et Ÿ entre ces trois équations, on trouve 


D|— 


(a? — 7°) (HS 7 EX — xz(z—Z)+(a—z)X, 


et, par suite, 
(a —3)(2—2)X'—22(2— 7) +oxz(a—z)(z—7Z)X. 
Cette équation peut s’écrire 


(z—2){(a— 2)[X(2+2)— 2xX] — a (2—7))—o; 
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ce qui montre que le plan tangent coupe la surface su?var: 
une ligne droite et une courbe du troisième degré. 

La surface considérée est un conoïde droit dont la géné- 
ratrice se meut parallèlement au plan XY, en rencontrant 
constamment l’axe des z et le cercle qui a pour équations 


TD; Me A 


c’est le conoïde de la voüte d'aréte en tour runde, nommsi 
aussi coin conique de Wallis. 


313. Le plan tangent a pour équation 
K(zY—yX)+(x+y)(Z—3)=0o. 


la distance demandée est 


OP 


/ 2? ee y? \ 
Z a ———_— e 
(= HO RAENE 
914. Les équations de l’hélice étant 
X— axcos0 NE la sin0 NUE 


celles de la tangente peuvent être mises sous la forme 


asin0(z — k0)——k(x— a cosô) 


() 


{ acos0(z — k6) — k(y — asinô), 
et l’on en tire 


(2) 0 Er te ne LOG MNT | 
(3) x COS0 + y Sing — a — 0. 


La dernière de ces équations peut être considérée comme 
celle de l’hélicoïde développable, en y supposant 8 rem- 
placé par la valeur que donne la précédente. Si l’on repré- 
sente par u le premier membre de (3), on est conduit à 


TR 
C4 
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calculer l'expression 


du du? Eh du? du? 
IE Æ d 02) 


CES 


En diflérentiant et tenant compte de la relation 


_ 


.ÿ COS0 — x sing = {xt + y? — at}?, 
qui se déduit facilement des équations CE} on trouve 


à du x Y Ou (x? + y? — a?) 
— = COS — —-3 — —sint — —; m4 - 


Ox HS OT a NO k ? 


| 1 


et, par suite, pour l'expression cherchée, 


k 


(a? + AE 


9 


quantité constante identique au sinus de l’angle que Ja 
tangente à l’hélice directrice fait avec le plan xy. 


315. r étant la distance d’un point de la sirface à l’ori- 
gine, on trouve pour l’équation du plan tangert 
(2r— a)xX +{or—b)yY +(ar—c 32— rt, 


et pour la distance cherchée, 


r'(atai+ by ctz) ?, 


316. 1° Surfaces à centre, 1] suffit de considérer l’ellip- 
soïde rapporté à son centre et à ses axes. Appliquant l’équa- 
tion connue des rayons de courbure principaux 


# 
prés) —ett +) 
X[(1+p'lt—2pas +++ +p+ag)=o, 
on trouve 

Di + (et BE x y2— 7) D'o + ab?c— 0, 


où D représente la distance de l’origine au plan tangent. 
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L'inverse du produit des rayons de courbure principaux 
étant, d’après Gauss, la mesure de La cour bure, ou simple- 
ment la courbure de cette surface, cette courbure est ici 


la même pour tous les points dont les plans tangents sont 


à égale distance du centre. 


2° Paraboloïdes. — L’équation de ces surfaces étant 
La z? 
O4 opte. 
on a 


ubz? I I y? ge 
p?— (a+b+ar)Sp+ mr mr 


DIT, (larg Da eee CLS OI CESR 
RE TE np 0 2 | 
318. 1° Les équations (1) du n° 314 donnen: celles-ci : 


a COS0 — x D er y cos — x sin0 ‘ :z — KO: 


asinô  lacos® | a k 


La dernière, jointe à la relation (3) du même numéro, 
représente la surface, et l’on en tire en différentiant 


ap ——ksin0, aq —#kcos6, 
r $ t k 
cos? 4 + sin Ÿ cos 6 mére 1 
a(x?+ y! — a)? 
La formule (1) du n° 316 montre que l’un des rayons 
de courbure est infini, et que le carré de l’autre est 


2° ap—=—E{rx+yt+ 42), 


En appelant courbure moyenne la demi-somme des 
rayons principaux de courbure, on voit que la courbure 
moyenne de l’hélicoïde gauche est toujours nulle. 


Ë 
t 
| 
: 
| 
| 
| 
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S XV. 23 Enveloppes des lignes et des surfaces. 


319. Æ désignant une constante, l'équation générale de 


ces ellipses sera 


a? (4 — a} 


tte 


En diflérentiant par rapport à &, on trouve 


et par suite, 


(n° 939 et 234.) 


820. Soient # la longueur de la ligne, a et b les segments 
qu'elle intercepte sur chacun des axes coordonnés à partir 
de l’origine: son équation sera 


H 
«a 
avec la condition a? + b? — }?. Différentiant ces deux équa- 


tions par rapport aux paramètres a et b, et désignant par À 
un multiplicateur indéterminé, il vient 


et aussi 


qui représente l’hypocycloïde du numéro précédent. 
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, 


391. On trouve 
a? —= Ac(c —Y). 

C’est l'équation de l'enveloppe des paraboles que décrit un 
projectile lancé dans le vide avec une vitesse constante, 
mais sous une inclinaison variable. Fatio proposa ce pro- 
blème à Jean Bernoulli, qui le résolut; ce fut le premier 
exemple de la détermination de l’enveloppe d’une suite de 
ligne courbes. 


399. y'—/Am(xz +m). 


823. Soient OA l'axe des x, OB celui des y, et posons 


OMG ODA =D 0e Ep, n0bES 


on demande l’enveloppe des droites données par l'équation 


(1) ri ee, 
P q 
sachant qu'on a 
(a) pq ={(a—p)(b— a), 
ou. 
P DA. 
(2) TUE 


En différentiant les équations (1) et (2) par rapport aux 
paramètres variables, on a 


x Y dp d 
n Pulse L+T=o; 
par suite, 
ACID 
PAPA 
ou bien 
À LL 
(3) : (ax)? _ +(br) 
PA NT 


[2 
dt he ph 2 at 
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Le résultat de l’élimination de p et de q entre les équa- 
tions (1), (2), (3) peut s’écrire 

{ 1 


OMOE 


c’est l'équation d’une parabole. | 
Cette enveloppe est employée quelquefois dans la con- 
struction des routes comme courbe de raccordement. 
On peut généraliser le problème en remplaçant la con- 
dition (a) par celle-ci : 
(b) aq + bp + cpq = ab, 
Le calcul conduit alors à éliminer p et g entre cette équa- 
tion et les suivantes : 
PI=PY +9r, gr(a 1: cp) — p'yr{b sn ey}. 
On tire successivement des deux dernières 
aqgz — bp'y = cpq(py —qx), 
g’æ(a+cex)=p'y(b + cry), 
plb+cy)—q{a+cex)—=ay— bx; 
et, comme on déduit de l’équation (b) 
plb+cy)+qla+cx) = ab, 


il en résulte pour l'équation de l’enveloppe 


Les deux systèmes de points déterminés sur les axes par 
la droite mobile, en vertu de l’équation (b), sont dits 
homographiques. On voit que le calcul précédent démontre 
ce théorème : 


Une droite qui se meut dans un plan en en determi- 
nant sur deux droites fixes des divisions homographiques 
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enveloppe une conique tangente à ees deux droites. (Voir 


Brior et Bouquer, Géom. analyt., chap. XF). 


324. Appelant x, et y, les coordonnées de l'extrémité 
? Le \ x e ’ 
d’un diamètre, celles de son conjugué seront 


a b 
An Au ESS 


et la ligne qui joint ces deux points a pour équation 
br{ay + bx) +ayi(ay — bx)—ab?— 0. 
On trouve pour l’équation de l'enveloppe 


2 TL? M 


a? re 


825. Si, dans l'équation de la tangente en un point d’une 
conique, on remplace les coordonnées du point parles coor- 
données «, 6 d’un autre point p, on sait que la nouvelle 


équation représente la polaire du point par rapport à la 


conique, le point y étant le pôle de cette droite. Cela posé, 
si la courbe C a pour équation 


(1) ax?+ 2bxy + cy+ 2fx + 2gy + h—= 0, 


la question revient à trouver l’enveloppe de la droite dont 
l'équation est 


(2) cp oo el Cry) 0 
les paramètres « et 6 satisfaisant à la condition 
(3) a+ 2ba6 + c6+2fa+2c6+h—=o 


Faisant pour abréger px + qy =P, gx=ry=Q et 
nommant À un facteur indéterminé, on trouve 


1P +ax + b6 + f —0o, 
AQFPastCeEE r — 


(4) 
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d’où 
(5) FAN a Er FOR 
On obtient le résultat de l’élimination de À, &, 6 entre 
les équations (2), (3), (4) et (5) en posant 


MONA 
Piste à 

= 0, 
Quoi gs 
—1 f g k 


Il en résulte, pour l'équation de l’enveloppe cherchée, 
(g— ch)P?+ 2{b4 — fg)PQ + (f?— ag)Q? 
+ 2(0g — cf)P +o(bf— ag)Q + b?— ac — 0. 
En cherchant l'enveloppe des polaires des points de 


cette courbe par rapport à la conique (P), on retrouve C. 
Le fait est général : si les polaires des points d’une courbe 


quelconque À enveloppent une courbe B, réciproquement 


les polaires des points de B par rapport à la mème conique 
enveloppent la courbe À. De Ïà vient le nom de polaires 
réciy roques donné à ces courbes (Voir Brior et Bouquer. 


Géom. analyt., chap. X). 


326. Quelle que soit la relation o(u,v) = o à laquelle 
doivent satisfaire les paramètres, on est conduit à les éli- 
miner entre l'équation de la droite et celles-ci : 


lu — _ —— up + vos. 


Ces dernières deviennent ici 


—1 —9260: 
AA me RE ces VERS (au — 1}{au +2), 
5: Ÿ 4 


d’où résulte pour l’équation de l’enveloppe 
2qa{a— x)y*—= 4 br, 


Si 4b — 27a?, on a une cissoïde. 
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Les quantités u et », considérées comme des variables 
indépendantes, déterminent dans le plan une infinité de 
positions pour la droite représentée par ux + vy =1; on 
les nomme les coordonnées tangentieiles de la droite. Cette 
droite variable a une enveloppe, quand il existe entre u et v 
une relation o{u,s) — 0, qui est dite alors l’équation tan- 
g-ntielle de la courbe enveloppe. | 

La considération des coordonnées tangentielles, due à 
Plücker (Journal de Crelle, 1. V) se rattache au Prin- 
cipe de dualité, l’une des conceptions les plus importantes 
de la Géométrie analytique. (Voir Cnaszes, Aperçu histo- 
rique.) 

327. L'équation de la spirale, 

5 
NET ENS 


peut être mise sous la forme 


Y & 
arc tang — = — log —— 
x 2 


Celle d’une hyperbole équilatère étant 
m' Ji TOO RTE 
cette courbe touchera la spirale au point 8 = w si l’on 4 
(1) fr — Ge CDS2t 
(2) w tang 20 = 1. 


La polaire d'un point (x,y), pris sur la spirale, ayant pour 


équation Xx — YŸy — m°, l'enveloppe des positions de cette 
droite s'obtient en éliminant x et y entre les équations 


X x nm, 


de œ x? + 7°? 

arc tang — = = log ———- 

(3) he 2 8 pr 
É Gb mul 0” Li Ph 0) 


X. OT 
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Si l’on passe aux coordonnées polaires, et qu'on fasse 
A7 COS ON CNET RSI 0" 


comme on a déjà x —rcosé, y —rsin6, le système (3) 
revient à celui-ci : 
CA! 
(4) rncos(0+6,)—m, r—ae, -—tang(6 +06). 
É œo 


En vertu de la condition (2), la dernière des équations (4) 


donne 


A 
Bo ae 
D 


où X désigne, en général, un nombre entier, lequel est ici 


égal à zéro, puisque les angles 6 et 0, prennent simultané- 
ment la valeur w. De là résulte 


TT ICS 
et, par suite, 


NE 2 À ES 


CAO EE T: 


328. 1° Soit «& l'angle de la droite variable D avec la nor- 
male au point r#1(x,7) de la courbe donnée. L'équation 
de cette droite sera 


U)  (Y—y)(tange—y")=(X—x)(1+ 7'tange). 


Une position de la droite variable, infiniment voisine de la 
première, détermine sur celle-ci un point limite p dont les 
coordonnées X, Ÿ satisfont à l'équation (r) et à la suivante 


/ 


(2) (Y— y)(tanga— y") +1+7"—=(X— x) (1° — range) : 


COS? & 


qu'on obtient en différentiant l'équation (1) par rapport à x. 
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On déduit de là 


, 


cosa(sinæ — y’Ccosæ)(1 + y’?} 
Gr 


y 


re 
(5) Fe ; 
| a AL Cosa(cosa + y'sinæ)(1 + y'?) 

x 4 Étr: J'—(1+r7*)a ? 


et par suite, 


3 

COsa(r + y'?)° 
mp = + 4 12 F2 
S'—(1+r7")e 


Soit p le rayon de courbure de la courbe donnée; si l’on 
pose 


Qt 


(4) cosa(r + y’?) 
y" "4-1 (x + y'?)x/ 


= Te 


la quantité r, qu'on peut désigner sous le nom de rayon de 
courbure oblique, se réduit à p quand « est nul. 
L’équation (4) revient à celle-ci : 


COS ï da 


(6) 


qu'il est facile de démontrer géométriquement. 
2° Pour trouver l’élément dS de la courbe lieu des 
points a, on a les équations 


tee &—z}+(-rrzr, 

(8) (X—x)dX+H(Y—Y7)dY—=(X—x)dr+(Y— y)dy + rar, 
RNETNONNENTAT À 

(9) RAS ANNE 


Or, des relations (3) mises sous la forme 


cosa dy — sin x dx 
[Xe IT, 
ds 
{ é 
sin & dy + cosa dx 
G d 


(10) 
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on tire 
(11) (X — x) dx +(Y — y) dy = rds sine. 


En rapprochant les équations (8), (9) et (11), on est con- 
duit à ce résultat simple : 


(12) dS — dr + sina ds, 
2 , Lé e 
qu’on trouve aussi par la Géométrie. 


329. r étant la portion du rayon incident comprise entre 
les courbes A et GC, si l’on applique à ces deux courbes la 
formule (6) du numéro précédent, on trouve 


cos & I da 


r p ds ? 


et de même, 7, désignant la portion du rayon réfracté com- 
prise entre les courbes À, et C, on a 


COS 2; I ds. 
PDP s 
D'ailleurs, 
COS a da —= n COS a, da, 
d’où 


Cette formule générale a été démontrée par C. Lambert 
(Annales de Mathématiques, 1. XX). Petit l’avait donnée 
pour le cas du cercle, dans la Correspondance sur l Ecole 
Polytechnique, 1. IL. 

Quand on suppose que la courbe À se réduit à un point, 
l'équation (12) du numéro précédent devient 


dr sncds —0, 


FRENxET. — Recueil. 10 
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Si la courbe A, se réduit aussi à un point, on a de même 


dr, + sine, ds — 0; 


par suite, 
dr sin & 


— Ts | : 
dr, Sin x; 
d'ou 


r = nr; + CONnSt. 


C’est l'équation des ovales de Descartes ou lignes apla- 
nétiques (Cuasres, Aperçu historique, ete., Note 21). 


330. Prenons pour origine le sommet du parallélépipède 
qui appartient au tétraèdre, pour axes les arêtes qui passent 
en ce point; appelons a, b, c les longueurs interceptées sur 
ces arêtes à partir du sommet; l'équation du plan sera 


avec la condition 
abc — m° — const. 


L’enveloppe a pour équation 


331. On a l'équation 
(æ—a}+(y—-b}+z—7r 


avec la condition 


ad == C2 const, 


Si À est un multiplicateur indéterminé, on trouve les re- 


lations 
\a+zr—a—o, 1b+y —b—=o; 
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d’où 


et par suite, 


ax + by ax + by 
a br Le c 1 


on déduit de là 


A Fe 
re (2 +pÿ | ES ME 


C’est l’équation du tore, qu’on obtient également, comme 
on sait, en cherchant la surface engendrée par la révolution 
d’un cercle tournant autour d’un axe situé dans son plan. 


SPL + Yi Az) équationty dut cône donné: 
lx+ my+nz—p, équation du plan variable, dans la- 
quelle /, m, n sont les cosinus des angles qu’il fait avec les 
plans coordonnés, et p la distance de l’origine à ce plan; 

+ hp  h(lr+my) 


(1) Fan) Tirer De 


sera l'équation de la courbe suivant laquelle se projette, sur 


le plan des xy, l'intersection du cône et du plan. La valeur 
1 


de (x°+ y*)*=r fait voir que l’origine est un foyer de cette 
projection. Si l’on compare l'équation (1) avec l'équation 
a(i— e) 


“he e cos(0 — a)’ 


qui est celle des sections coniques en coordonnées polaires, 
le pôle étant au foyer, comme cette dernière peut s’écrire 


r + re cosû cosa + resin8 sina — a(1—e?), 
ou bien 


Î 
(x? + y) = air — e) — ex cosa — ey sinz, 
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on en déduit / 
CURS LE MES mL 


a(i —e!) ——. 
ñ 


H suit de là que l'aire de la projection est 
ral p? 
CT 
et celle de la section même 
rep? 


3 


[rt — k(12+ m°)]° 
Le cône oblique détaché a donc pour expression 


T 2? p* 


3 
2 


[a(i+ 2) — 7] 
Cette quantité devant être constante, on peut la faire égale à 
rh? : : k ne £ 

a”, et la question se ramène alors à chercher l'enveloppe 


du plan 
lx+ my + nz=p, 


l, m,n, p étant liés par les relations 


+m+n=ir, p=a{(1+ 2)n— a72, 
On trouve 
hr (2: + ,) = ah 


333. Les paramètres x, y, z étant liés par les relations 
—+— +1, [rx + my +nrz=p, 
C 


on est conduit à chercher l'enveloppe des plans représentés 
par l'équation 
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ce qui donne, en désignant par À et deux coefhcients in- 


déterminés, 
Là L2 à: 
ndlr 0; Me Ni ES Os 
Z Z 
À ET +r—=0; 


et par suite, 
Ài+u+p—=o 


On déduit de là 


p(X—z)=pr— «lt, piY—y)=py —bm, 


p(Z—z)—pz— cn, 
et aussi 
(1) Se Tie Y— y F, Z — z 
px — &!l px — b?m pz—c€n 


L 


Soit k la valeur commune de ces trois rapports; multi- 
pliant les deux termes de chacun d’eux respectivement par 
NY ; 

—» — —, on trouve facilement 

a? b? c? 


X? VE Z° 
GET TOME Sn) 


ST Prr FR CUS TE YA 


Multipliant encore les deux termes de chacun des rap- 
ports (1) respectivement par /, m, n, on en déduira 


__ p—{(UX + mY + nZ). 
LA al? + b?m? + Cr "pe 


d’où résulte pour l'équation de l'enveloppe 


x? y? z? d ({x+ my +nz—p} 


HR 
a? b? c? ai? + b?m? + cr? — p° 


334. À et u étant des multiplicateurs indéterminés, les 
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conditions du problème fournissent les relations 


l 
(1) Vin (in 

m 
(2) ÀY = pm + a TR 

ñ 
(3) EE ne 


Le nm #4 n° 
(4) 4 Ce de b2?}2 (p?— c*}? [ 


Des équations (1), (2) et (3) on tire Àp =, et aussi 


lr my nz 


Nes ne RTS res rail 


Élevant ces mêmes équations au carré, puis les ajoutant 
membre à membre, il vient 


[2 m°? n°? 


12 2 — y? + es ————— 
7 P Cp TR ITR ST UNE 


On déduit de là 


Aa(r? — NE EUractte m° ne 71 SR 
RE TT D ET 
et par suite, 
Ù I 


À = —— , = 
pir— p!) P 


TD 


Ces valeurs, substituées dans les équations (1), (2), (3), 
conduisent aux relations 


. SLR 
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En les multipliant respectivement par x, y, z et ajoutant 
les résultats, elles donnent enfin 
x? né cd 
+ ERP mr. r2— bp? 24 BE ee Pc VER Le 
C'est l'équation de la surface de l'onde lumineuse qui se 
propage dans un milieu cristallisé En en retranchant 
membre à membre l'identité 


— I, 
r? 


on trouve 
ar? b? y? c? 7? 
Den AU 


72— a? pe b? r2 — pr? 


Telle est la forme donnée par Fresnel. 

333. Les deux sphères ont pour équation 

+ +a=/, (x—a)+(r—b}+(z—c}—=r. 
L'équation d’un plan tangent à la première au point (x;, 
fiseplisera 
(1) Et CL Ti ch 7, 


Pour exprimer que ce plan est aussi tangent à la seconde 
au point (ZX, Ye, Z2), On a les relations 


Li Lo a SM € —- 21 Z2 = £: A? 


Lo — a Va — d Z> — C 
CRE ee 9 


Ti HT Z; 
d’où l’on tire 


__kR— (ar, + by: + cz) 


. 


RÉ ee CN 


À 
T'; J£r Zi À rt h? / 


par suite, 


eat a ax, + byi+czu—A(REA). 
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La question revient à trouver la surface enveloppe d’un 
plan dont l'équation est (1), les paramètres 1, y1, 31 de- 
vant satisfaire à l'équation 
(3) | ai+yi+ai=h, 
et à la relation (2). 


Différentiant les équations (1), (2), (3) par rapport aux 
paramètres, il vient 


(4) dr, + ÿdy1 + 244 = 0, 
(5) Ldr, + Yidyi + zdz= 0, 
(6) a dx, + bdy, + cdz, —0o. 


Ajoutons entre elles ces dernières équations après avoir 
multiplié la première par À et la seconde par 4, À et u étant 
deux indéterminées, puis égalons a zéro les multiplicateurs 
des différentielles; on trouve ainsi 


1r=pr+a, ÀY=pN+b, 1z2=puz +e. 


Ces relations, multipliées respectivement par x, y, z et 
ajoutées, donneront 
14 — ph + B(hHE). 


Tirant x de là, on obtient enfin, eu égard à la symétrie des 
calculs 


T— x, . Y 
ha—(h+Hkje hb—(RE A)" hkc—(hHEK)z 


1 Co À 


a: ® 
[| 
Ces trois rapports ont une valeur commune 


a+ y? + 2 — D? 
h(ax + by +cez)—(h + 4)? 


et aussi 
ax +by +cz—h{hÆEEX) 


ka + b+ c)—L(hTEEX) 


. 4.58 
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Il en résulte l'équation 


(++ ha +B+e—(r+zky] 
— [ax +by + cz— h(h+Hk)}, 


qui représente deux cônes, comme on pouvait le prévoir. 


336. L’équation du plan normal à la courbe au point 
RON 2 CSN suIvarile : 


er 


(1) aæ{(l — ct) = + (ce — a Pa + (a— b) -—o, 


NIN 


æ, y et z étant liées par les deux relations 


(2) x? + D ce. z? — Fe 
2 7° 22 


Différentiant ces trois équations par rapport à x, y et z, 
il vient 

X Y Z 
(4) a*(b? — c)= de + b’(c?— a°) Mo oi Ver Ds b?}=;da=0; 
(5) x dx + y dy + zdz =0, 


DUR RAT ZA 
(6) ne 


a? b: c? Er 


En faisant usage des indéterminées À et 4 comme dans le 
numéro précédent, on trouve 


x 
CUT EE et a +5, 


Multiplions respectivement par x, y, z ces dernières équa- 
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tions, et ajoutons les résultats, il vient 


TFUE DS 
et par suite 


LA Ci CT Et ©? — a! ct a? — b? 
———— XX, P————Y, 5 — 


À 7? —"c? 


D'ailleurs, de la combinaison des équations (2) et (3) on 


déduit 


eten substituant à x, y, z leurs valeurs tirées des équations 
précédentes, on arrive à un résultat de la forme 


)+ (+2 = 


Cette équation homogène par rapport aux variables 
représente une surface conique, résultat facile à prévoir 


puisque tous les plans normaux passent par le centre de la 
sphère. 


QUESTIONS. 


DEUXIÈME PARTIE. 


—— “2 3e — — 
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QUESTIONS. 


$ I. — fniégration par substitution. 


337 [ x dx 
e (a ee L 
x dx | 
358. [= + 2: | 
339. [ RÉ nee 
(a? — a) (D — x }' 
dx 
340. fe + dx + ce 


d. 
341. ; 
(a + bx Eczx) 


319. (ax +b)dz 
AN ele po 2 Din 


343. fe 2Z =) dx. 
I—T 
(x? — «\* dx 
344. pe e 


ni 1 


345. J RS. 


L 


w|— 
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ere, 
æ(x — a)? 


dx 


S La 
æ(a + bx + cæ?)* 
dx 
—_——— 
(a + bx + cx°)° 
x dx 
MARS RE ii 
(a + bx + cx!’)? 
xe“dx 
(Le 2 
dx 
1+e* j 
fran. 
dx 
sin?r COs'Æ 


360. 


361. 


362. 


263. 


304. 


365. 


306. 


367. 


* QUESTIONS. 


f dx 
J 1+cosr 


£ dx 
a + bd COSZ 


f' dx 
J acos'x + b sin?x 


dx 
JE —+ COS? 
sin æ COs?x dx 
fÈ nd} C0S'x 


} dx 
a + b tangr 


D taingrdr 
| (a + btang'x 


}? 


fees COS2X COS3x dx. 


$ IL. — Jntégration par parties. 


‘arcsinx 
THAT dx, 
(rat | 


arc sinr 
marne 
(1 — xt} 


arc sin ( 


arc tangzx dx. 


le 


; arc tan 


> : 
L sin AC RES dx. 
Par 


gx dx. 


C5 


=. 
ji se 2 OR 
“re | 
4 sn ln 
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etarctangz 
ROULE, 
(1 + ne 
etarctangz 
D10. —— x dx, 
(1 + x?) 


$ IIL — /ntégration par les fractions rationnelles. 


276. PRET 


xt — 5x'+ 4 


371 xP dr . A 
Pa APE a) | (6 a | ANUS 
IE qu + Gr +2. 


w|— 


= —— x, 
A + 32 + 2x! 
z?dx 
3:19. | 
a+ Dar + 8x +4 


dx 
380. f CE 


æ' dx 


LES SE OS, À 


382. je UE het 
C1} {a ti) 
dx 
383. Le 


384. EE RE CR 
CE RP es EE 
. (a x +i) (x —: 


d'—x+i1) (x —:)? 
386. *F dx e 
1—+ 2‘ 
dx 
387. RUE TÉ 
388. FE 
I— x 
580 


— + © 
1— 2° 


391. 


392. 


393. 


394. 


395. 


396. 


397. 


398. 


399. 


k00, 


101. 


dx 
1° (x nr 


L 


I y? 


QUESTIONS. 


rationnelles. 


af 
IEC + mali ÊX e 


SL zdr ; 
( 


dt bx) 


wie 


2 
fe + bx)" x dx, 


1h xæ?dx 
ce 


E 
(a + bx\° 


dk L 
ft + x) xdr. 

2 
fe + æ)°asdr. 


4; a dx 
( 


no 
1+ x)? 


fe 


| 


L 74 


a ar 


(x) 


mic 


. -—— Expressions qu'on intègre en les rendant 


7 'RrA s- EL 


(a + ba} (RE ka?) 


dx 


æ(a + bar)? 
dx 
au 
r(a x" — b}? 
dx 


(1 Re 


, dx . 
Jess 


nm 
ñn 


. 4: ; 
ne 2 + (+) | dx; met n entiers. 


X est une fonction rationnelle de x et de (1 + x “ue 


QUESTIONS. 


HAE ) dx 


« F2. de 


I — x" 


Sie Mer RE ler 


(1— xt) \(1+ xt) 


2-40 
k21. “s 
(r — x") ( m— 1)" 
$ V. — {ntégratlion par réductions successives. 


(a + a?}" , 


Partir 
123. il ur. 


L2k. fes — x?ÿ FE EE C impair. 


492. f, GS 


UREXET. — Recueil. #2 


Le | 


CALCUL INTÉGRAL, 


FOR D NC EE 
& ( a + bzx 


——— : n entier positif, 
a ED COS: Fr Î 


S VI. — Jntégrales définies 
k32, Si la fonction F(x,7) ue change pas quand on y 
remplace x par y ety par x, ona 
(2) 


1 
= 


dx 
EU TT INR La 5} Mare TAN 
xE (æ, à zxF (. : 
À x : À, 


433. Démontrer la relation 


a p(x) p(a) p(a) 

ar [ fU)dr = a or — Î fr)Yr)d 
v 9 0 D L: 2 (0) 
en supposant qu'on a 


Vle(r)]= x. 


k3k. Trouver la règle de la différentiation sous le signe ‘e 


as où elles sont constautes 


D RUE 
5 u — 


PR) 
dans le cas où les limites sont variables, en le ramenant au 


Jogz x 
LG. LE og dr, 
A Ps mm 2 
ee a 
PME ee el 


DTA LANUNE 7 PUS 
de” Rs Le CE h 1 7 
%r EATOE Des te eu TS , k 
ÊET 
L . 
ms QUESTIONS. 259 à 
Ê æ logr 
k38. 1 as —— —— dx. 
2\2 
T 


2 
439. =) log(sinx) dx. (Euzre.) 
(eo) 


: L oO Tr d 
1 M log x AL 
(x)? 


pui. ne AT ANR EN (Euzrr..) 
{ 0 


D: 7 
_ 43. x =} log(r — 24 cosx + a’ )dr.  (Porssox.) 
| x | 


khh. =) à LEE, x. (Eurrr.) 
bete 


L— 2 


kA5. 1 BE dx. (Eurer.) 
0 


_&46. Démontrer la relation 


r (à) r(2) r (à) er(i) ruse 


_ n désignant un nombre entier positif. 


\ L 2) ‘ 
| » k47. u jf ze s dx. 
0 “ 


_  k48. Réduire aux fonctions eulériennes de seconde es- 
_ pèce l'expression 


& lgat(r — x 
Î HA dx. (ABEI..) 
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ri 


xsinax 
_ mises LL OT IA PER GR 
khO. u = MEET x.  (LAPLACE.) 


5 a I 
se L J LACE. 
DS à rar Fe) (LaAPLACE 


I 
u — © —— —,; ax. 
0 1+ax? 1— 2a cosbx Le? 
(LecenDre.) 
189 © dx sin x = 
LOZ. es, RE € | 
0 1-22 1 — 24 cos bx a 


(Lecenpre.) 


cos bx dx : 
JE MI ——\ bentier, «a 1. 
I— 24 CO0S2-F10 


LRh. af bee sn (LaPLACE. ) 


L55 0m = | ee cos 2 bx dx. 


(Eurer.) ‘ 


“s "7 sin?! x dx 
Le. re 2 AE RES 
CL — 2a C0sr + a?}" 


(Poisson. ) 
1 1 
mnt x'\ mn mn mA x'\ m1 
h57. [ =*) dx = —— 1) dr. 
m UNE ol | mm 
© O O0 


Valeur du premier membre pour m entier positif. 


(Srurm, Cours (l° Analyse). 


1 
AC n n—l 9n on DES 72 3n n—1 n 
mhntn pi) in APN STE on AN IrEEN : 


Casonrre— "2; (Srurm, Cours d'Analyse). 


s.1 NE 
PRE MES 


LIEN Pt UE ROLE 2 ETARERES A 


’ 
- 
r 
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Le 
$ VIL — Jntégration des fonctions de plusieurs variables. 


| 489. du = (y + 2°)dx + (ax + b)dy. 
_ 460. du — (3x7 — x')dx — (1+67:— 3x'y)dr. 


{ rdr æ?dy € 


4 LG1. LA NENE? DR ORRORNRERRRLERET SE 


z(at+ y)? mi SEA à ” Ye +) — x 


%% RS Êus rame dy. 
_ 465. du = {2x cosy — y?sinx)de + (27 cosx — x°siny) dy. 
à 24 
guet 94 PT a y, 


1 È 
(er an) ées free Pac 
Far ædy xY dz 


À k67. du — 


_ GS. du={(y +z)dx +(z+x)dy + (x +y)dz 
| dx bdy ._ by — ax 
RE — 


az DIE (a—z} 


&G9. FR — : Fe ER 
| z z 2° 
HA AT PE re’ dz 
Re Re an 
AFS HN EU 48 SO CEA 
d 
Ml. du = z| — — se Ha 2 —)e 
5 AUER “An mS D? SN EE MON à à 
ds à. 
2 2\2 2 2 
: “| ë VAN ri) le+f2 Fe & ls 
z x? de +2 
1 
Li ST ER È Le. 
æ Hi 30 PRE Z 
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On représente par a? la quantité 


k'73. 
k'7k. 

1e. 
k76. 
k77. 
478. 


2e 
nee À 3 pe 7 


$ VIIT. — Quadrature des courbes planes. 


Tractoire (n° 272). 
Cissoïde (n° 268). 
Chainette (n° 971). 
Développée de l'ellipse. 
Lemniscate (n° 275). 


12C0520=—=1. 


Exprimer r et 4 en fonction de l'aire obtenue, cette aire 
étant supposée nulle pour 8 — 0. 


79. 
480. 
k81. 
482. 
483. 


L8k4. 
k85. 
k86. 
k87 
L88. 
k89. 
490. 


491. 


r—=acos0+b; a >0. 

Conchoïde (n° 263). 

Épicycloïde (n° 234). 

2 + 3 — ariy — 0. 

IH XL — axry = 0. (Folium de Descartes.) 


$ IX. — Rectification des courbes. 


be — a (n° 232). 

Chaïnette (n° 475). 

Tractoire (n° #73). 

Cissoïde (n° 474). 

Développée de l’ellipse (n° #76). 
Épicycloïde (n° 481). 


Loxodromie. Cette courbe a pour équations 
1 y y 
LT narc tang — — narc tang- 
(a+) (e ri e s)= a, 
43+ y?+ 7 — a, 


Soient OM;, OM, les arcs de deux courbes ayant 
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une tangente commune à l'origine O et leurs tangentes 
aux points correspondants quelconques M;(x,, y) et 
M;,(x:, 2) parallèles entre elles. OM = s étant l’arc d'une 
troisième courbe dont un point quelconque M est A 
miné par les équations 
L— Ti + Alors = Yi + MY 
on aura, 5, et s, désignant les deux premiers arcs, 
S—= AS; + 4352. 


492. Deux rayons vecteurs retr, de la lemniscate {n° #77) 
étant liés par la relation 


2@r(af — 7) 
LAS a —— 
a + ri 
prouver que l’arc sous-tendu par le rayon r, est double de 
l'arc sous-tendu par le rayon 7. 


4:93. Deux courbes étant représentées par les équations 


2 13 


2 
(1) ra 714 cos 0, 
(2) Ai=r 00820, 


prouver que la longueur totale de la première est égale à 
six fois la différence entre l’arc infini de la seconde et son 
asymptote. L'arc de la seconde courbe et son asymptote 
commencent à l’axe polaire. (W. Roserrs.) 


S X. — Cubature. 


49%. Volume engendré par la chainette (n° 485) tournant 
autour de l’axe des y. 


495. Volume engendré par la cissoïde {n° 487) tournant 
autour de son asymptote. 


496. Volume engendré par la conchoïde (n° 480) tournant 
autour de son asymptote. 
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497. Volume engendré par la révolution d’une section 
conique autour de son axe focal. | 


4:98. Paraboloide elliptique. 
499. c'2— y?{a— 2!), [n° 312.) 
y \ 
500. z2—zxy (2) . 
TL 


501. Volume commun à deux cylindres droits égaux 
dont les axes se coupent rectangulairement (n° 509). 


502. Trouver la portion de sphère comprise dans un 
cylindre droit dont l’axe passe par le centre de la sphère. 


503. On donne une sphère de rayon a dont le centre est 
à l'origine des axes et un cylindre droit qui a pour base 
la courbe c représentée dans le plan xy par l'équation 
p — a cosn3, v élant le rayon vecteur; trouver le volume 
commun à la sphère el au cylindre (n° 510). 


504. Volume commun au paraboloïde et au cylindre qui 
ont pour équations 


PER SN Ar REP Or" 


505. Les axes de deux cylindres droits égaux se coupent 
en faisant un angle «; évaluer le volume commun à ces 
deux solides. 


506. Un plan passe par le centre de base d’un cylindre 
droit en faisant avec cette base l’angle &; évaluer les vo- 
lumes des deux portions de cylindre ainsi obtenues (n°513\. 


$ XI. — Quadrature des surfaces courbes. 


507. Surface engendrée par la cycloïde tournant autour 
de sa base. 
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508. Surface engendrée par la révolution de la tractoire 
(n° 486) tournant autour de l’axe des x. 


509. Les données étant celles du n° 801, évaluer la por- 
tion de surface de l’un des cylindres comprise dans l’autre. 


510. Les données étant celles du n° 503, trouver l’aire 
de la portion de surface sphérique comprise dans le cylindre. 


511. Évaluer l’aire de la surface dont l'équation est 
(x?+ y? + fiat a'(x?— 3?) 
512. Les surfaces À et B ayant pour équations 
PHP Y | 
(À ere or _ 
(A) 2 — a l0g : : 
(B) r(a2+ mA (br), 


trouver la portion de l'aire de À comprise dans le Cy- 
lindre B et entre deux plans menés par l’axe des z. 


513. Les données étant celles du n° 506, évaluer les sur- 
faces des deux portions du cylindre. 


$ XII — Changement de variables sous le signe 
d’intégration. 
514. Etant données les relations 
HS ONU, 


transformer l'intégrale 


ji x= Ls LE dx ay 


en une autre où les variables soient u et y. 


815. Étant données les relations 


Dar. Cos0 y =risiné, 
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transformer l'intégrale 


1 e +" dx dy 


en une autre où les variables soient r et 8. 
316. Étant données les relations 
.xæ=rcos8, y—rsinbsiny, z—7sinû cos, 


transformer l'intégrale 


INRACCE 


en une autre où les variables soient 7, 0 et +. 


547. z étant une fonction de x et y déterminée par 
l'équation 


transformer l’intégrale 
1 


LE OA AOE d 
[Je "Tor or 


en une autre où les variables soient 8 et ©, sachant qu'on à 


x — a sin 0 cos», y — bsin6 sino. 
$S XIII, — Équations linéaires à coefhcients constants. 


F1 do 
518. — — ay — xt. 


dx 
dy dy æ 
ie 1 N° le DES {i+x) 
dy dy à 
ke d 
PTRN ES RE CT mÿ = sinnr,. 
dx? dx 
2 à ; 
022% ——+ n'y coma, Castoù mn. 


_ sc éibill 


536. 
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ar dy 44 
d'y 
Le += 2" 
d' 
Amon Lo 
d'y dir 
La +24 Ds + af y = cost. 
dy TES dy d?y _ dy ms NE 
PROPOS PO PONT FEU rit 
3 12 l 
tee D Doipriby— a 


dr dx? dx 
— Equations linéaires à coefficients variables. 


dy 
Hi rc = 
(1 æ) Hay =ar. 


CIE 


+ d 
c++ ny=ali+ a) ‘ 
d ; 

CHR A A8 IS ane 
dx 1—2x (1—x) 


7. 
LS EE 


ne NU à 


: 
2 
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a? dy 
537. = = _ — dy = O0. 4 
538 _. + Eye. 
039.1, 4x! ee — y —0 
049. x En CEE 0 
dx? 
541. 5 æ. — c'y —o. 


$ XV. — Équations différentielles non lincaires. 


842. ady + ydx — — 
L'ebrs 
A 513 Me 
543 dy + sr s Xp AE) 
À mnt 2 06 


DER OT YR) — br Trade. 
a dx 


545. xy°?dy + 7° dx — 


-2 b 
5kG. y dy — Se dx = — dx. 
ee L 


5h7. dx — XY dy = x° 7° dy. 
48. xdx+ydy = my dx. 
549. y%dy + 3y?x dx + 2x dx = 0. 


4 
550. xydy — y'dx (x +y})e “dr. 
551. 2°dy — x°y dx + dx — xy!dy = 0. 


552. o (2) dx + (2) dy = ax" (x dy — y dx). 
553. (a+ar+a;y) (x dy — y dx) 
—=(b+bx+brdr—-(c+ax+cay)dz. 


(Jacosr.) 


we 


554. dy + y?dx — PR 7 


ee No 
; re, RS PE AN TT Pa LT ; 
L HE Ê 14 s né 4 NT Love 2 Le w 
Rs D ui cu 
“4 we 1 M É LATE à ur à + n È ï P “4 
SET 
| QUESTIONS. 269 Li 
8 LA 
009. dy — j'dx — 0x “dr. t 
556. a) dr + bxdy + x"y"(cy dx + ex dy) = 0. ER 
Ke 
597. (Y—x)(1+ xt) ut n(1+ 7? F dr. 
dy V4 : dy 
| 558. Fe — (x + x +7!) (a) 
+ (ty + 227? + xt) _ #00) 10; 
dy \* dy \? Lady 
, 2" à =, ’h 2— x? ce o ms arts: b En . 
559. (a?—:r°) (2) + bx(a?— x°) (&) man 0 
ae NAN r LE, PTT LT 
4e L: re Cars fl x FE Ni: ce : 
fi : 
LE EE | SAVE 
À le \ 
FT dy 
562. » (+5) =n(e+r®) 
ATP LT 
dy \? dy | 
: nn 2-5 ef ll Ouh CES te 
66. (Ge—e)(2) 4 + ao. 25e 
; 1 | 
we d PV : 
565. er | DATE 
“ dx dx? | | 
Lo à dy dy? ve 
566, = sue RUE 
26 dx? Dal art ke 
(LiouviLre.) 
d'y AY 
+3 = en PRE € ë 
567. 77 Cr F ï.) 
dy d'y dy 
CRE es Het: sg 
DR 5. 7 0 
d 
chi e £ ' ; \ 
4} ASTTCRS., è 
ARE NES } a 
1 D L'ET r" Fa 7. [8 4 
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“à c'e 
d? dy? dx 
RO0 en RTS e 
dx? dx? 1 
(a? + x°)° 
dy? 
570 2m dy dy? 2 rÉde 
e 2 ns —— —— _ 
” dx? dx dx? LL 
(a? = ta 


dy AYRUT. dy Aya) 
7 e ee — —— —_—— 
$72 ra Lx? dx di? # dx? dx*} 
d'y l 
VET D e (a+ x°)° pat. 
dx? dx 


dy* 2 dy? d? y 
72 Li 2 ARE Ê 
ST. Lo A 7) +2 É x? HAE "2 


dy? y dy? 27\21? 
BTE m=n|? +e(r2) |. 


dx? ‘4 dx? dx? dx? 


$ XVI. — Solutions singulières des équations diffé- 
rentielles du premier ordre. 


. dy dy? 

TL 2 —  — x?) — 1 —= 0. 
D71. Yÿ?— 2x) ri (1+ x nee Pme ve 
578 nt dy Le 128 

ha dx ) ar 
dy? d 2 dy? 
bros fe Ce Ne ane 
Ha 7%) re 5 dr? 
: \ 


: ne RARE re 
582. (a &) a + 227 Te + aæ== 0. 


583. Les équations 
VID TU EU Ori LE 


satisfont à l’équation différentielle 


dy? d 
À | YSS HIT = 0; 


_ ces intégrales sont-elles singulières ou particulières ? 


dy? l 
_D84. a PE + x 0. 
« [4 


dy? d 
585. a — 3ay + + 2 = 0, 


dt dr 
| dy? dy 
le —- Aa ETS 
HI N2xr S'Aires 22) +22) —J}= 0 


RU AVI Équations différentielles simultanées. 


dx 
588. re — 4x —+ 37 sf 4h 


…. 539. 


dx 
dt 
dy 


— +a'x+ c'z3 —0 
dt i F 


590. + by + cz —0, 


dz 
sn + a"x + by —o. 


| | 3, : à RON El AA NONE 
AS Re, … We” ere nt L 3 
ET Cat Ye, 4 
Re RE ue Û k Past À 
U : & 1 ne | ‘ 
ALT j2n V , ; , 
QUESTIONS. 271 


à 
PROLCOUTE 
CRETE 
Nr, A ad 
“'e La ‘€ 
TANT à 
‘ DR UE 
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dx 
591. a =4Y + br +e, 
d? 
= a'y + b'x +. 
dx dx dy 
92. —,2— — 
) ne 2 27 FX COsS2i, 
d'y dy dx 
FFM ES à 2 + Te + 67 + ba = sine. 
[20 dr d9 
5 ae Ge, AE 
9 frire TT M sinÿ — 0, 
ar d9? ’ 
PE — 173 —111t COSUE= NO, 
dx 
594. à _ +(c—b)yz—=o, 
dy 
A +(a— c)zx —0o, 
dz 
RE (b—a)xy =0 
mx dR CL dR iz di 
595. RE me —— — : 


«de? dx ” «dé! dy \ de dz 


x, y, z sont des fonctions de £, et R est une fonction de 


er into 


N XVIII — Équations lineatres aux dérivées particlles 
du premier ordre. 


DATE CALE Cr 
0x OF URET 
Oz j Le z 
Te Les 
LEMTO TS CET HE 
598 1 PRO +2 
DDR a ne: 10 
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EE à 
ES STATUTS 
Oz 
PE 20 REX Tim UT 
HR a LE 
Oz 
PR CPR 0 Be 
du Ou Ou 
603. “ART POPE mir os 
| 0z DEN 
604. RE ne CO Pi 
Mir GERS 
605. RE ne or RE 
Oz Oz 
606. ee nf Er 
, Oz ROME 
607. F ape ai 
03 Oz , = 2 ME 
608. RE 5 EE TE 
Oz ROULE 
609. Le RARE à Lou 24 
Ou Ou Ou ZY 
610. NS D 
611. (r+z+u Had ere re 
° nT Z a LS 
du 


$S XIX. — Équations non lineaires aux dérivées par- 
tielles du premier ordre à deux variables indépen- 
dantes. 


‘ dz m dz\m 


FRENET. — Recueil. 18 
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613. 2 © rs 
au dat à 
615. mon 
616. AC 

Oz" à: 


617. AGO) = 
618. tete ae (a+) 


619. r(eE+r RE) 
x OY 


HO be er NO RTE 
are Ôx 7 y ? | 


o désigne une fonction homogène du second degré. 


Oz? Oz Oz / Oz? 
2, — = — — | — : 
62 ne ee (ni+e)+ 0 


8 XX. — Calcul des variations. 


623. Trouver la fonction qui rend maximum l'expression 


æ, x 
y. Er men Te y PCT 
4: (ei + SH 


624. Par deux points donnés A et B faire passer une 
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courbe plane telle, que la surface comprise entre l'arc AB, 
les rayons de courbure extrèmes et l’arc de développée cor- 
respondant, ait une valeur minimum. 


625. Trouver la courbe qui rend maximum ou minimum 


l'expression 
T; 
Ji p"ds, 
2 


0 


£ désignant le rayon de courbure et ds l'élément de l'arc. 
626. Trouver la courbe qui rend maximum où minimum 


l'expression 
{ 
L #9 — 
CR nr dy? 2 
r 2\2 nens 
J (z?+ y?) h+7) Lt, 


0 


627. Trouver la courbe qui rend maximum ou minimum 


T, 
1 (æ — Ze US 
ZX 


1 


l'expression 


628. Plus courte distance de deux points sur la surface 
d’un cylindre quelconque. Cas du cylindre droit. 


629. Parmi toutes les courbes planes passant par deux 
points fixes, tournant autour du même axe situé dans leur 
plan, et engendrant une aire de révolution donnée, trouver 
celle qui donne lieu au volume de révolution maximum. 


630. Par deux points donnés À et B on abaisse sur une 
droite OX deux perpendiculaires AG, BD; déterminer un 
arc de courbe AMB, de longueur donnée, de manière que 
l'aire constante AMBDC tournant autour de OX engendre 
un volume maximum ou minimum. 


631. Faire passer par deux points donnés une courbe 
telle, que le produit de l'arc par l’aire comprise entre cet 
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arc, l’axe des x et les ordonnées extrêmes, soit un mini- 
mum. 


632. Trouver la courbe qui, passant par deux points 
donnés, rend maximum ou minimum l’expression 


T, 
1 SAT, 
TL 


0 
s désignant la longueur de l'arc. 


633. Parmi toutes les courbes de même longueur, trou- 
ver celle qui, passant par deux points donnés, rend mini- 


Ti 
il xods 
SAVE 


9 


Li 
; . Ÿ ds 
4) 


© 


mum l'expression 


© étant une fonction connue de l'arc s. 


634. Soient y;, Ye, -:.., yh des fonctions de x indépen- 
dantes entre elles ; toute fonction w de ces quantités, homo- 
gène du degré p par rapport à leurs dérivées premières, 


T4 
qui rend Îf udx maximum ou minimum, est égale à une 
LA 
0 


constante pour toutes les valeurs de p autres que l’unité. 
Vérifier le théorème sur l'équation 


PA Lens) a AY dy A 
dix 


en 4 À Q <e—— 


SOLUTIONS. 


CALCUL INTÉGRAL. FA 
SOLUTIONS. | | TS 
É« 2200 
| FORMULES FONDAMENTALES. Re 

ï- n+1 
(a) jee — + pets G, excepté pour rz = — 1, SE 
De) ae | EE 


& (c) feosrar= sinx + C. | pes 
È {d) fsnede= — cos + 0. 


(e) ji Cup — tangx + C. 


cos? x + 


dx | Es; 
15:6)78R —— = arc sin 2 + C. Ac: 
# (a? — x°) LER se 


; — d. Ti 
His) BATHSRS — arc cos = + C &= 
Fe (a #ÿ &: mc. 


QE 


1 
2 
Ée 5 Nage bre 

(2) Jr =sveens +0 | | 
| dx I 6e | LEE 
(i) | nn  ateséc + C É re 
L: x(x'— a) Li a . LE L 
4 . # 
A 


" = ; le 4 ; 

+. 41 PAPE Ne 

Q A 0 L =. Ltd ee L É2: - 
| RE à " k 
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12 
A ces formules on peut ajouter les suivantes, qui sont 
d’un fréquent usage : 


Rx: : 
(2) — . log | ae + C. 
MÉDE Pit ; (a+x) +a 


Nous désignerons ordinairement par S l'intégrale cher- 
chée, abstraction faite de la constante. 


$ I. — {Intégration par substitution. 
2 2 
Hors LS JS — à arc sin — + 
2 a 
e [as er æ2)91e Ë 
I x? 
SMS = are tang + 
1 at 
En A Ÿ PCR TE 
339. 2e PR ET hr — arcsin (5) : 
[o— RER ER æ)f 
I dx 
340. SE ( BR rate 
TE — — 
2,C 4c? 


On intègre au moyen des formules (2), ({) ou (a) (for- 
mules fondamentales, p. 297 et 278), selon qu’on a 


kac— Lo, 4ac—b<o, ou 4ac— b— 0. 
Le dernier cas se tire aussi des deux autres par la théorie 


0 . ñ e O 
des expressions qui se présentent sous la forme + 
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: dx 


RES) 


quand on prend le signe +, et 


9 


-+ dx 
Da c 7 
D 2 VE ? 
4 c? Are 
quand on prend le signe —. On intègre au moyen des for- 


mules (m) et ( f), p. 277 et 278. 


de Er: Lx 
342. s—( -+) Et 
2 LE PE > 2° pr + q 
Cette expression s'intègre au moyen du n° 340 et de la for- 


mule (B), p. 277. 


Comme application, on trouve 


f (1 — x cos0) dx 
I— 27 COSO + x* 


x — COS0 + 
——— — cos0 log(1 — 2x cos0 + x?)°. 


— sin 0 arc tang : 
È sin 0 


La décomposition de cette intégrale en deux autres s’ob- 
tent rapidement, si l’on observe qu'on a 


1 — sin’0 + cos?6. 
343. Si l'on multiplie haut et bas sous le signe par 


1 
2, il vient 


d. E 
D nn — x?})*. 


(1+ x) 


2) 


Remarque. — Il est souvent utile d'opérer comme dans 
cet exemple. 
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F 


D |— 


344. S—(zx— a) 


# T Q 
— a arcséc =: Formule (é), p. 277. 


945. S—(x?+ a) + alog “A -+ Form. (7) p.278; 


(x’— &) + a 


D | 


+ (x — a? 
046. -15==arcséc _ + log SR An Form. (m), p. 27 8e 


sa 
\2 


x + a) — (x + 5 |. Rem. du n° 343. 


== 


Si a — b, cette formule donne encore l'intégrale deman- 
dée, comme on le voit par la théorie des fonctions qui 


oO 
prennent la forme —. 
O 


rue x 3dzr Z 
. —— FT MMÉLAUTS SE MT un ATTTUT LE 4 
fer b}* a(a+bx!)’ 


319. S— ® x—3dx sé (tarasya 
lee k 
350. S — Be 
a(a + bx"}" 
N I Fo 2 AC. des 
DO ir Re | 
4 2 
a(# € 
x UE 2 El z dz 
rev tre ré 
JEEEST. JC 
a 7 
4 2 € mn 
en posant 
a? 
ARE Ter À 


1 Lan | e 4 r . \ 7 dx : 
La première intégrale se réduisant à rilbaees il 
(a? 


SOLUTIONS. 08] 


en résulte 


2 ! 
Tdi À 5 = 
S— — arc sin- — — (a? — x»), 
2 HN DC 


959 S =} a dx f zdr 
(a? — xt}? (a? — x)? 


2 a 
— — arc one —- 5 (at'— x)" (n° 351). 
2 a 2 


___ æ dr, d.xT! ‘ 
4 0 PRICE T=— D ST Te 
(ax + bxt+c)? (ax +bx-!+c) 


Cette expression s'intègre comme celle du n° 341. 


dx 


| (eve + =) ee | 

e 2Vc 4c 
2(2Cxr + 0 

— ÉAERERTONTES (n° 350). 

(4 ac — b\(a + bx + cx!)? 


358 gs + Lo'dr 
1e bat+c) 


UC AGE) (n° 350) 


(4ac — b?)(a + bx + cx!) 


s=f are] | 
1+x (1+ x) 


Sous cette forme, on voit que le second terme de la pa- 
renthèse est la dérivée du premier; et comme la dérivée 
de e* est e*, on en conclut que l’expression sous le signe est 


JS — 


COIEOZ 


t | 


S|- 


la dérivée du produit e* 
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DATES = — log 


398, S— [(sé2e — 1) de = ange — 2 


à 1 I 
109,8 "© + | di == Stotoz. 
cos’ x sin? x 


se 
2 
360. S — = tang =: 
cos? — 
go 8 HP lee cri dou cat 
(a + b) cos = +(a— 6)sin= 
D} 2 
dr 
x 
cos? — 
2 


— ———————_—————_—_—_—_— 


nie ue lang’ = 


a 
En posant tang 5 = Z, On trouve, pour a > b, 


1 b + acosxr 
S RE ee ee arc cos AS to 
— a COST 
(a? — b? : 


ax 
ane] (174) une] 
— arCtang| | ——-) tang - |; 
: a + b 2 
(a — b?)° = 


Î 


(b+ a) + (b—a)'tang— 
GES tee pres a re ee EL © à 2 
(o+ a) —(0— a) range 


SOLUTIONS. 
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: o 
Pour a — b, ces résultats prennent la forme —: En leur 


appliquant la règle connue, on retrouve l'intégrale du nu- 
méro précédent. 


Î 


1 2 s 
362. S—(ab) *arctang | (2) as (n° 361), 


863  S— "arc tang ( ee) (n° 407). 
V5 V2 


Ce résultat peut se déduire du précédent 


J fsinæ(r + a? cos°xr — 1 
HORS Le 
a 1 + a cos? x 
COST ; 


e ne _ arc tang(a cosx). 


COS x a ax 
ns GÉARS ERE Re e 
se f( — 75) a? + b? 


EE . [ax + blog(a cosx + bsinx)]. 
a 


I RE | 
ee a te cosx |. 
(b— a): 


867. Au moyen des formules qui permettent de transfor- 


mer en une somme un produit de sinus et de cosinus. on 
trouve 


RL sinG.r é sin À + 4 sin 2 7 
Cu G ri w Ce 
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$ Il: — Jntégration par parties. 


æ arc Sin x 


DOS RS Rdoetr PT 
(1— x) 
369 S—x—{(1— x)" arcsinx. 
1 


: æ + 
310,0 (+ a)aresin (=) — (ax). 


L 


1 . I/2a— x I x dx 
371: S= Laresine (=) + | —— 
2 2 «a 4 (4a — x)? 
j 
L 
x? :: QT l'OM ET NE 
= — arc sin — | ———— 
2 2 a 
F5 TX 12 
+ <arcsin — à (4a? — x!)?, 
2 24 


ps 
2 


312% S—xarctangz — log(r + x°)°. 


I L 
1010 — (+ peu tangæ ) arc tangæ — log(r + x°)°. 


fi 
374. En intégrant deux fois par parties, on trouve 


Po RAER 27 a æ| 


S = — 
1i+a)(i+ x) 


Lo] 


975 ho CAAFEVREAT Ur — 114 

(1+a)(1 + x’)? 
$ IL. — Jniegration par les fractions rationnelles. 
316,4 5 06 ET» 
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a log(x — a,) 


(a — &)(a — a3)...(& — a) 


ah log(x — a;) 


13 (&; — a )(a; — &s). . (23 di An) 


= le 


ap log(x — a,) 
+ — °°" ——. 
(an — &) (an — a)... (an — ans) 


SL: 
LE LE oprpe u L ÉA DE 


380. Si l'on a généralement 


fa) _ __f@) 

F(z) g(x)(æ—a) 
Re Les ae) Au, Cr) 
A ed Lie ayien ( RSA ETES 


fetF désignant des fonctions qui n'ont pas de facteurs com- 
muns et p{x) n'étant pas divisible par x — a, il est aisé de 


a (2) 


, LT : I ( 
démontrer que À, est égal à ce que devient re Fe 
. ..P (#4 


quand on y remplace X par a. En s'appuyant sur cette pro: 
position, on trouve, pour 7 pair, 


1 I 1 I 
— —= — © En 2 — — 
NEC ut à (1— x)" à = (1 —) 
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par suite 


, 


I L 1 7 he I 
S — ET POS TS UE 
VIT F + 24 MA mi 9 Ê nd, cm | 


n (2. +) (RER 2) Mr (a 27 
" 1-2:5.,.(72 41) ÉRE 


Pour 7 impair, on obtiendrait un résultat analogue. 


su 


FT 2? x 


I 
381. SE EAlOER 7 — ar tang e 
a pme ENS 7 AS 
3 x? HI j I | 5 
3892. MS lo ro LES 
4 °(x—1} 5 2(e—1p ‘ofoi) 
I x — x + 3)\(x + is I 
383 SH 4 10e LEE pes PNR 
90 220 3x 
13 Dre tt 
PT ADP EE RS 
pue Frs 
2 EN I I 
384. = =————— + — arc tangz + + log? TT, 
HETEPIARE 6 ï 
(az? +1)? 
DE — 2 25 2x — 
25. ST — arc tang 
(x ++ & rrui) Lise 37 37 
1] 
— log(x?’—x+1) 
ven 
il ni 
I 1+2°x + x! I 4 
386. S= — 10 ———— + — arc tang -. 
2 2 7 nt 4 
2 1— 2x + x? 2 
I 1+x 
381. S mr loc _— te LES Eh 
A as PU arc tangæ 
I 1+ zx I 
388. S—- log LE — — arctangr. 
4 I— x 9 
1 1 
1 1+x fi1+x+ x ? 37. 
389. S= lee (RE) ets T arc tang 4 
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$ IV. — Expressions qu'on intègre en les rendant 


390. 


391. 


392. 


396. 


397. 


398. 


399. 


rationnelles. 


al 
(a + br) + a° 


À br — a):|° -1 az 
S—2a *arctans Fate —:2a ‘arccos| — | : 
a bx 


1 

CE Es 

S—(2— 1} 2 + arccos (+) ‘ 
TX 


IE 4 
a(a+zr} ex De Le 
s—— TRUE 
CARRE 
D Eee) 
ja b? 03 
2 3(a+bx) +Ga(a+bx)— a 
D CT A Je à 
(a + bx)° 
4 
3(a+x) (= =) 
RE en ee a — e 
Pire 2 7 
5 2 
S=(a+aÿ] EE _ SEE 
14 11 


3æ{(a+x) &T] 


— —— 


PTT 5.| 
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L / xs 5 x 5.3.x 
Fe 2\2 Ne. LT > G 
k00. S5—=r+x) (£ re 
5.3 1 
E01 18—=—= ER AE ce sin x, 
2(1 — Fe Ve 
190: eV 
d'x(a + bx?)? 
> 
103. rer 
3(1 Eat 
DETTE É 


15 | eo 


3a(a + bx:) 


; al TEN > 1424 
5 a —2 HEC 7x? 
k05. D be 10g ———— + 2 arc tang ’ 
sÀ {> IE: L 
: a +2 œ'°4r 8 


US 2 


k06. S—= 2arctang(r + x)*. 


1 
2?x 


1 
107; 00e 2 CRTC Nr 


LO8, SE 2. log QG à ce 4 Ma mie E e 


(x) 
: “ 
109. 5e PRE RE) ER 
LEA ] — +, Ne D ne ne CONS 
(ok? — ahk)° (A+ ka)? 
pour ak — bh<o; 
I ; ak — hh \°? 
= Tr arcsinx 7 Res 
(ahk — be) SE 


pour ak — bh > 0; 


_ SOLUTIONS. 
« FT vf 
Dre eee 20 POUR him ON Os 
Aa + bx?)° 
Æ 


DS he ns) ee, 


Æ 
na? RAGHIE 


| 


k11. En posant 
ie 1 
a° ar — b°? séco , 


il vient 


œ 
2 ,n 
S — —— arc séc ÊtE . 
nb? b? 
112. une RE 
2(1+x—ax) 
1 
_—— ss | sole 
M te Nes 


I+xT 
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k14. Cette expression est rendue rationnelle en posant 


d: 
x+(i+ zx) = 2, 


On tire en effet de là 


z2— 1 n(z% +1) dz 
LT — VAT , 
5e D ALRRL 
1 2n 
= En 
(dire . 
22 


On trouve, comme application, 


nm 
17% 
E + (1 +a) | 


(1+ x)? 


FRENET. — Recueil, 10 


ñ ln 
dx = — F + (1 + =} | 
m 
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hk15. Prenant les signes supérieurs et observant que la 


différentielle peut s’écrire 


on est conduit à essayer la subsutution 
Litir = Ÿs 
TL. 
ce qui donne 


x dy 


> I 
re , 2æ—=Y Eÿy— 4, T'ES NEC 
Le 


22 —Y 


et il suffit maintenant de poser 7° — 2 = z° pour que l’ex- 
pression sous le signe devienne rationnelle. Par suite 


SET 
EI EAN ren 


V2 1 — x? 


Ce résultat s’obtiendrait, comme on voit, par une substi- 


tution unique,en posant tout d'abord 
2 J 2 
M me — Z', 
et l’on aurait à faire usage des formules 


ai+inar, 22242 À, 


(A) m+r Vr+2 dx" y» zdz 


l'es (LL Va 2 FT V3 — ré 


où le radical /2*— 4 est supposé précédé du signe Æ. 
Si l'on prend les sigres inférieurs dans la proposée, 


Sr sin zÿ2 . 
V2 1 + x? 


416. On est conduit à poser, comme dans le numéro 
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précédent, 
LT A TU er dr 


et les formules (A) de ce numéro donnent immédiatement 


I Vi+aæt+ xÿ2 I Vi+ x! 
D re l0B re EE A AAA Sr 
2 V2 I—X 2 V2 zV2 


417. En opérant comme dans le n° 415, on trouve 


a+b, Vita+zryÿ2 a — Er 
de Fo = ee SES 
2 V2 en ne x 2 


418. La diflérentielle, étant mise sous la forme 


renferme seulement la variable x*et sa différentielle ; il suffit 
donc, pour obtenir une expression rationnelle, de poser 


Î 
1. 
1 + x“ REC 
Et 72 
LA 


S — arc ang —— 0. 


. Lure ef — 2] 


En opérant comme on vient de le faire sur l'expression 


d’où l’on déduit 


dx 
MU is 5 D RIRE 
; 1 ; 
(1 + ær)| (: + x°P }P — » | 


on trouve 
T 


, 
LE 


(1 + | ( a pe] 


S — arc tang 


202 CALCUL INTEGRAL: 


419. On abaisse évidemment au second degré l’irration- 
nelle du dénominateur en faisant 24°—1— 7)", et la dif- 
férentielle qu'on obtient ainsi s'intègre comme celle du 
n° 417 dans laquelle elle est comprise. On est donc conduil 
à égaler tout d’abord l'expression 


el . I 2 x? 
V2x— EE 
ÿaz'— 1 V2x'—1 


au carré d’une nouvelle variable qu’il sera commode, pour 


simplifier, de représenter par u \/2. Il en résulte 


L x du 
RE re Ax = — ) 
22 — 1 usYui—1 
PS RE TA LOTS 
I Var —i+x 1 V2z?—1 
vi —- 7 log — —arc tang . 
[ Vaxt—1—x 2 


La différentielle proposée, mise sous la forme 


dx 


Æ 


4 
DL — I 
RE) 
æ 


?, son carré et sa différen- 


ne renferme que la variable x 
tielle; on est donc assuré qu’en posant 2x?—1= x"2", 
l'expression transformée ne contiendra pas de radical dont 
le degré soit plus grand que 2. La nouvelle substitution ne 


diffère pas d’ailleurs de la première, Car zu = 1. 


:20. L’analogie de cette question avec la précédente 
conduit à poser 


LI RE I DU 
V2" IH = ———— — 24", 
Voct er NÉE ur 


du 
S — ee 
I — 4?" 


d’où résulte 
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Observons encore que, la différentielle de l'expression 


proposée pouvant s’écrire 
dx 


Dé 
2 


DA — I \ 2m 
(r yr c%) 2m | 


cette forme suggère assez naturellement la substitution 

2x" —1—x"z", qui ne diffère pas au fond de celle 
; * pe 

qu'on vient d'employer. 


421. En posant successivement 


Het) + 2 727 — J CL le ce 
on irouve 


(2741) LS 
9 ——— », 


PR ere ie UD) en he 


Les dernières intégrales de ce paragraphe, à partir du 
n° 415, ont été données par Euler, maïs sans indiquer la 
voie qui a pu le guider dans le choix des substitutions. 


S \ReS Intégration par réductions successives. 


1 Se 2n—3 1 dx 
822. S = ———— ————— + ———— — |: . 
2(n2—1) a(a+a) tt ofn—1) a] (a+! 
L L2 L] L2 , » » A dx 
Si n est positif et entier, l’intégrale est ramenée à | ———— . 


Pour 7 — 4, on trouve 


I 5 5 Z 0 x 
S—=.,, 2 + ——————— 
Ga’(a'+ax} 6.4 af(a’+x} 6.4.2 af(a'+ x!) 
N LES ét Ue ES 
TRES as DUT 
1 pret Nn—1 a"? dx 
ee 
SP) (art )Ti <2(p= 1) lise 
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n et p étant positifs et entiers, l’intégrale se réduit à l’une 
des trois formes 


d. 
RE Le ZAéLrs 
(a? + x?)f (a+ xt} 


où k désigne un nombre entier positif. 


Pour 7 — 4, p—= 2, on trouve 


pad # 
S — — 


TL 
———————_— — — t Y — . 
te) "Re (< arc tang :) 


2e 2 | nr? 
ours po Ja 
ITR 7 HI 


ww] 


Si n est impair, l'intégrale se ramène à 


[° dx ; 
— — arcsécr; 
e z(x? Fri 1) 


si 2 est pair, à 


SOLUTIONS. 


1 j | 
I (1+r°)? A QI AE TRES 
PSE: ONE d'éfesg rOS 
427 __2æ(a + bx)? on à f° to 
: RE RPMCRTANR LR, 
| aps 28 HI (a+ br) 
Pour n = 3, 
x 6 ax! re 
2 PRIE UE 


GS a 
Pour 7 — 4, b—1, 


ax? 
SI OT 
8.6.4 x 8.6.4 ) 
au 50 Ée TE Es 
us 1 (a+bx) D on—3 (dr 
: DRE -(a+bx) 
Pour n = 3, 
À L b ne, 1 
(rs nn (a+ baÿ + À los (ace ce É 
8a° (a + bx)? + «° 
5 n— 
np) s—+rle+ér). 3» à adm, 
7 (3r+2)0  3n+2 6.) (a+bx) 
Pour n = 2, 


2 


THE ES — <a 


Pres 2? dx 
27n —1 b L:3ja8 
27n a 


(a og ms bx LE cx!?) 


130. S 


w|— 


ie 
2 
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POUTE SA AS NO IC ERS 
Hs l'hevte RE 
S— — = (82 —10x + 31) — —5 arc sin ———. 
24 16 + 
5? 
— b'sin. 
13119 . 


(nr —1)(a— 6?) (a + b cosx}! 


{ 


Le (22 — 3)a dx 
(a —1)(a?— b?)] (a + b cosx }"—1 


7 9 dx 
(7 —1) (a? — b?)] (a +0 cos 2 


En faisant 2— 2, la dernière intégrale disparaît, et il vient 
dx LG I 
(a + bcosx}? (a — b?) 


1 
> — bsimr a 24 RAS | a—b 4: x | 
ee PO D EE 
a + b cos pa A PU re 0 85 | 


S pourra donc s’ébtenir au moyen de cette dernière formule 
et de celle du n° 361. 
On déduirait facilement de là 


COST dx . 
22 0p 3 
K ne 


L 
‘a Sinx 20 4 a— b È : 
= — —— arctang| | — |) tang- |: 
a+ bcosr me by PL\a+b PER 


On peut remarquer que l'expression plus générale 
J(cosx)dx 
Far Mare € 2e) 
(a + b cos x }" 


où l’on désigne par fune fonction entière de degré p < n, 
se ramène à la proposée. Soit, en effet, 


a + bcosx — z; 


TR RE Re bre LR en ES 
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__ il en résulte, en faisant pour abréger bh=— — a, 


, 20 TA Pr f()(} 
foss)= fi + 37 (0) + CD 4 EAP: 


Het, par suite, 

É. (a) d 

L soi rs Ne ann ds À EP | FE & see 
e: He0Pe Rare 

: dx 
Te: ee. Er 


à $ VI — Jntégrales définies. 


Formules d’un usage fréquent : 


| . co I 4 1 
4) T'(2) = 4 sad = À [et ar 
4 Re re) ie [e) 
1 | è ; 
(B) r (2 = à | CR A CRE 
2 0 


BC). T(n+1)—=zr(x) 
{n\ — nn) — oO ñ 1. 
(D) r(2)r (1 7) sin 2T Le 
n— I re LL — 1 
L- (E) x LOS Re ee. E NCA 
4 TEE : 1-7 sin 27 
r(a)r(b) 
\ = d— b— pee à INORL AO TE 
(F) (a, = [+ Mer) SAT b) 
; ©sinax T 
0 | 
À ® cosax 
A (H) 1 dr'EemeTass &ert0: 
L Ô 1 + T2 
1 = h dx L dx 
83 ef + —— 
& sr (», =) xæF Le :) 
0 x 1 


208 CALCUL INTEGRAL. 


Posant x — = dans la dernière intégrale, elle devient 
3 


ÿ dz Ê dx 
es — 2 G. QF.D 
He s) j (x, :) 
1 3 0 
L33. Soit 
p(x) 
z) — FT) dy; 
0 


a PR) 
1 a [| ES Ke f” Par 
0 0 


il for [| zfg(x)] 9 (x Tr) 40) 


0 
Si l’on fait 
OL esy, d'Or RU 


la seconde intégrale du second membre prend la forme 


(a) 
D pr) f(r)dr. 
g (o 
b 
= DGA Ce 


une intégrale définie telle qu'on ait 


a = (a), b— (a). 
À ces limites on peut généralement en substituer d’autres 
quelconques, p et g, en posant ; 


L3k. Soit 


(1) L'— AZ — 


Si l’on suppose les nouvelles limites p et g indépendantes 
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de «, le changement de variable donne ici 


«= [” f(x) 


relation où l’on regarde x comme remplacé par sa valeur 
en z tirée de l’équation (1). Il résulte de là 


2 df k— 
il A pi TON 
da p 


de 


en faisant, pour abréger, 


7 df dr b—a da 2 
? Cr Li : 
Pese &+ [re af Er 


Revenant à la variable x, on a 


du 7 à 
le 
da JF da ML 


LINE IE ee ee 


Or on déduit de (1) 


et 
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k33. Le multiplicateur de disatx"r pour dérivée par 


Æ 


rapport à n; d’ailleurs 


; I 
j TT 
F ñ 


si donc on multiplie les deux membres de cette égalité par 
dn et si l’on intègre, il viendra 


fa f a" dx SE . dx = logn. 


On aurait de la même maniere 


L'omt qi m 
ee ee PLATE log — 
"A log x n 


ce qui se déduit aussi immédiatement du résultat qui pré- 
cède 


L36 Soit 
TL — tango; 


u devient 


T 


u T 
n ï 2? cos *c0s (7 ) 
ï log (1 + tang (a = [ log a 
0 


COS # 
a log? + f log cos ( —+) = | log cose do. 
O 


On voit sans calcul que les deux dernières intégrales se dé- 


IA 
I à 


truisent; donc 


437, Si l’on pose 


SOLUTIONS. 3o1 


et qu'on fasse 


= —3 


Lie) 

A = | e#z?dz, 
a 
k 


ne = — 3e" — à fe # dz; 


et par suite 


il vient 


__ a (o 2) 
A—Âhe l— sa | CELATE LAS 
a 


R 


k ee) 
b? b3 
J eLdr == het —s de ex ur. 


k 
Si donc on fait croître À indéfiniment, on a 
1 se Vel 
lim (A pe B) me (b —- a)r? + Ale RITAERE rs), 


et, la limite qui figure au second membre étant nulle, il 
vient 


| 


u—(b—a)r". 


438. On trouve, au moyen de l'intégration par parties 


“loc r'd Ni p KL 
a HS 


E-ra7)e 
1 


+ L; x — 2) | log x ; 
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et en ayant égard aux limites, 


u — logo — 1. 
h39. zu — lim Te [ogsin ( à) + logsin ( :) +... 
27 n 2 n 2 
+ logsin (” “A = | 
AS 


Der TE TEE .{n—Yx &\ 
— lim — log sin! — =) sin Res — | lo 
2 72 \n 2 n 2 AS) 


n croissant indéfiniment. 


On a d’ailleurs, par le théorème de Cotes, 


2 1 2 , 
———— —= (7 —97C0S-7+I Z— 2Z2COS—-r +I])... 
n n 


n—TI 
x (#— 25008 54). 
n 


Pour z—1, cette relation donne 


: Dre: 2 T À LT 
n — 2?(n-1) sin?| - =) sin?|[— —}...s1n? — |s 
LIEN nn na 2 


ct par suite 


log nr — 2(7 —1)log2 
2 


FM Ter Re Sr LR TM 
= log sin! — — |sin| — —|...sin — | |: 
£ n 2 n 2 Ages 2 


. . , Ur T 
Multipliant les deux membres de cette égalité par a 
0 


passant aux limites, il vient 


T I 
u = — log -: 
2 


h 


kk0. Cette intégrale se ramène immédiatement à la pré- 


cédente en posant 
TX —=Ssinx. 
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kh14. L'intégration par parties donne la relation 


z' log x dr ADESSS 
co — — RORRE IERES 
= 2 
(Gi — 2) 
41 faune fete. 
G— 21) 


En passant aux limites et tenant compte de l'intégrale du 
numéro précédent, il vient 


Tr 
u — > (1— log2) 
rA 
1 
*? xsinrdr *"Txsinrdr 
hh2. u — Rs 0, RDF NE EC fi 
so Lie COS EU Fous IEEE: 
2 


Faisant dans la seconde intégrale 


fem Tri VE 
elle devient 
F1 4 A 


js ysiny dy ? sinydy 
ml + ‘ 
1 + cos? y RE COS 


0 


On a donc simplement 


sa 


1 sin y dy Tr? 
HSE RTE ne ne NT AD 
1 + COS? y 4 


0 


kk3. L'intégrale proposée peut s’obtenir de la même ma- 
nière que celle du n° 439, qu’on en tire d’ailleurs en faisant 
ici a — 1. La question revient, en effet, à chercher la limite 
de l'expression 
EL log (a — 24 cos — + ) + og (a — 2 a COS = 7 + 1)... 


7è 7 


NET 
+ loge — 24 c0s T + ) 
& 


quand 7 croit indéfiniment. 
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: 
Or cette expression peut s’écrire 


Sala 


I 2 
log] (es — aa cos = R' ) (a—sacs2r +) 
na 72 


)] 


et comme, en vertu du théorème de Cotes, la quantité com- 


PORN 


ps Ce — 24 COS 


prise entre les crochets est égale à 


at —] 


Tag - 2 
a —1] 


: T a —] 
u = lim | - log —— |. 
ñ CLÉ , 


on trouve 


Pour a 1, cette limite est zéro. 
Pour a >> r elle est 2rloga. 


khk, On a 


log x dx log(1 + x) ax 
— = O8 (I + — —— 
jl DEN logz \og(r1 + x) J - ; 


et par suite 
LIot(r Ex 
RE l LENO 
o L 


Développant log(i+ zx) en série, il vient 


Li I I 
A Dire enter AT US 


Or, des séries qui représentent tangx dans les n°% 140 et 
142, on tire 


I T° I I 


x? I 
METIERS à 0 RE UT RS 


il en résulte immédiatement 


” __ nets tes daté 
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k45. On trouve, au moyen de l'intégration par parues, 


Ilog(i— x 
(7 ne. f dis Li dx. 
v 0 Z 


D'un autre côté, 


fs Re + fe 2: re Mme 
2 
[e) 


o Z 


Le 


ou bien 


[= — x)dx 2 | log(i+ x) dx T° 
ee Re eme PR ee a De 
à æ ‘ Æ 0 


en vertu du numéro précédent. 

Cette intégrale aurait pu s’obtenir aussi en développant 
log(i— x) en série. 

On déduirait facilement de ce numéro et du précédent 


“logzdr if TE ! logrdx r° 

ee NET ET UM 

: HOLET 2(1— x) o 2LEr) e) 
ælogrdr EE Llosr?4/x? 

NAT" =; PE Ne ET 


446. Si l'on suppose d’abord 7 pair et égal à 24, le pre- 


ct 


Fa, 


mier membre de l'égalité qu’il faut établir renferme a — 1 
facteurs de la forme l{r)l'(1—r), plus le facteur du mi 


. I _ : RS 
lieu EL () — 7°. Ce premier membre peut alors s’écrire 
2 


[formule (D), p. 297] 


Fnexer. — Recueil, 20 
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, 


D'ailleurs, on a trouvé (n° 439) 


: IT ; 2 T ' n—IT 
n.9—2(n-1) — sin? | - — | sin? | — > ... Sin? — |; 
nAi2 n 2 a 2 


le produit considéré est donc bien égal à 


loue 
(Dr) UE 
Si n est impair, le nombre des facteurs est pair, et en re- 
courant encore à la théorie des équations binômes, on re- 


trouve la valeur précédente. 


kk7, On tire de l'équation 


l 
I 


î CT = (=) [formule (B), p. 297]; 


#1] 


en la différentiant 7 fois par rapport à a et posant ensuite 


Le) 1 

1:30 2097-20) 2e 

“ x?! es dx FRE 1.3.9...(22— 1) T°. 
[e) 


RES 
ani 


LhS8. Posant 


l'intégrale devient 
j | 
-a—1 ES. b—1 
A1 + x ) FER 
M Cr(a)r(b) 
 R(i+ A) T(a+b) LE 


449. En diflérentiant par rapport à a l'équation connue 
[formule (H), p. 295], 


® cosax dx T 
nt les 6 4 
ï b, 1 + 2? 2 


il vient 


7 


der Eddie ht tie ti mtltiies 
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450. En multipliant par da les deux membres de la for- 
mule employée dans le numéro précédent, intégrant entre 
les limites o et  , puis déterminant la constante arbitraire 
de telle sorte que l'intégrale s’évanouisse avec a, on trouve 


A ss 


DIA 


taie). 


451. On a, pour toutes les valeurs de a moindres que 
l'unité, 


(1— 2a cosbx + a)! 


1 
= -(1+ 2acosbxr + 2a*cos2bx + 24% cos3 bx + ..). 
| Dane À 4 


3 2 dx 7 ., 
Multipliant par ——— les deux membres de cette égalité, 
LS ER re 


puis intégrant entre les limites o et « , en tenant compte 
de la formule (H), p. 297, on trouve 


452. On a, pour toutes les valeurs de a moindres que 
l'unité (n° 24), 


sinox à < À 
— sin dx + a sin 2 bx + a? sin 3bzx + ...;: 


1—24acosbzx + a! 


AE LUE CERN 
multipliant les deux membres par 1 intégrant entre 


les limites o et et ayant égard à l'intégrale du n° 449, il 


vient 


] 
V4 ment 
2 — a 


453. En opérant comme dans le n° 454 etobservant qu'on 
a toujours 


TT 
il cosbx cos b'x dx = 0, 
O0 
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tant que les nombres entiers D et b" sont différents l’un de 


l’autre, on trouve 


ru 


| chien 


I —, «a? 
Si le nombre a surpasse l’unité, on obtient la formule 


T 
ie ————— 
aa — 1) 


454. Dilférentiant par rapport à a, il vient 


© } 2 
au er —(a3+ &) 
Er PA A: FETE 
se 


FPS 


. «a LA . « 
Si l’on remplace — par z. le second membre se réduit à 
+ ? 


— ou, ce qui donne 


LICE 


Pour déterminer C, on fait a — o dans les deux valeurs de w, 
d’où résulte 


et par suite, 


L55. On a 
1: n Fe raie 
AD À mé, Le 


En appliquant l'intégration par parties au second membre, 


; SE 2 b Û 
on trouve qu'il est égal à — Tr 43 par conséquent 


La constante se détermine par l’hypothèse b —o, ce qui 


dr 
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donne 


90 | 2 

T 

Je —a? x? MAMIE 

G— iL e Ha (rormule B, p. 297). 
© 


456. On trouve par la différentiation 


du nf” (cosx — a) sin*x dx 
Fuel 


, 
1— 24 C0sx + a’}"+1 


bi) F (cosx — a) sin”’x «r 
7 9 (1—2acosx + a)? 


: sin?" x dx 
— 27n © —————— ———— 0 
o (1— 2acosx + a}"r! 


L'intégration par parties donne en outre 
He cosceinirdie D 'y2(n-tila 7 sin 7. dr 
a (1—24acosr+a2?)"#! an +i1 J, (1—-2acosx+z)r2 
d’où 


71 Enr = 2 [” sin+2> dr 
Cat 


da 27 +I I — 24 COST + THE 


a sin?,x dx 
— 274 ——— 
a (129 dCbsa-Eta?)r 


Si l’on élimine la première intégrale du second membre 
entre celte dernière équation et l’équation (2), il viendra 


d'u 27 +1 du 


da? a da 


— O; 


d’où l’on déduit facilement 
nee corn, 


& étant Lt, c’ doit être nul, sans quoi l'intégrale devrait 
croitre indéfiniment quand on fait tendre indéfiniment a 
vers zéro, ce qui ne peut avoir lieu. La valeur de c résulte 
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d'ailleurs de l’hypothèse a = o qui donne 


fs (22 —1)(227—3)...3.1r 
D | SRE a ———, 
FA 2R(2n—2) "VA NE 


Si l’on suppose a © 1, on voit sans peine que l'intégrale 
s'obtient en multipliant l'expression précédente par a?*. 


457. Si l’on pose 
il vient 


et, en intégrant par parties, 


1 ] 1 
A» = pré |. (1— uÿt'urdu. 
0 


D'ailleurs 


I 1 I 1 
— ——1 
il (1— u}P-tur du = f (i—uÿtur [i1—(1—u)]du; 
0 9 
d’où 
I 1 I 1 
—— | —— | 
(2p + ) | (1— u)ÿPur du = np | (1— u)P=tut ‘du, 
[e) (0) 
et par suite 
(RP + 1)Ap = RPApre 
Si p = m, on a la relation proposée. En donnant à p toutes 
les valeurs entières depuis m jusqu’à 1, on trouve 


n 2n 3n mn 4 


ASS 0 ————— mn, 
Am mn Ha" 


valRict rt SRE NON 
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458. On sait que l'expression (: —- É toujours plus 
m 

petite que e7*", se rapproche autant qu'on veut de cette 

limite, quand on fait croitre indéfiniment le nombre en- 
tier m. On peut conclure de là 


1 


21 2 mi gn\m 
(1) Î e*"dr =iim | U- =) dr. 
0 0 m 


Pour établir cette relation en toute r'gueur, considérons 
les trois intégrales 


où l’on suppose À << m”", et par suite 
CB. 


On peut toujours prendre m assez grand pour avoir 
A—B+a, « désignant un nombre aussi près de zéro 
qu’on voudra. On peut également donner à À une assez 
grande valeur pour qu’on ait aussi 


(°+) 
1 et'dr = A +6, 
0 


6 étant du mème ordre de grandeur que &. Il suit de là 


ee] 
que la ditierence positive | e7* dx — B est infiniment 
0 
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petite pour 7 et À infiniment grands; il en est à fortiori de 
Hé. 

même pour la différence positive | e"*"dx— GC, ce qui 


” O 
démontre la relation (1). 


Cette relation devient intuitive si l'on construit les 
courbes donaées par les équations 


KA et RE SN NN EE 


En rapprochant de l'équation (1) la valeur trouvée pour À, 
dans le numéro précédent, il vient 


“à 1 
, 8 0) 27 mit = 
ee dr;== im D, AT Eee £ 
AS HI 272 +1 mi + 1 m= © 


Pour 7 = 2, on sait que le premier membre est égal à 


1 À : 
- 7°. Quant au second, il se présente sous une forme peu 
2 


commode pour le calcul, maïs il est facile de le ramener à 
celle de la formule de Wallis (n° 642) avec laquelle il pré- 


sente de l’analogie. En posant 


UE É { ee) 


he 2m + I 


KR 


2Nn— 1 2277 HI 2m + I 


A 2m 2m m 
35 2m—12m+i: I 


et par suite 


: 0 ROME 1 > 
limu = — (23 : EE : 


a. 
2? 


ce qui s’accorde bien avec la formule de Wallis, 
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Le cas général peut se traiter d’une manière semblable, 
On a, en ellet, d’après le numéro précédent, 


1 
n 27 mn — 
a: ——————— 1 ve — Ne 
72 +41 27 I M'é + 1 . 
1 
e n 2n 3n mn m' 
em 1 0 —  ———— 
[72H11 22 HI (m— 12 +1 mn +I1 


h 7 n—1 27 n—1 mn n—1 ni 
A7 —— a —— ... ——— ti - 
". (—) (2) ee 
On déduit de ces relations 
me n ( n A COTE 27 a. 
MR Tr LI nl 2n HI 
sé mn NY rn72 ni mm 
(m—1)r +1 mn +1 mn +1 


1 - 1 


: I ñ n n RDS à. TA Rx-i ñ 
imA, Ces es PES > —— LAC ] . 
ñ I AC mt n+I \2AR2 +I 


S Vis Intégration des fonctions de plusieurs variables. 


et par suite 


Lorsque les conditions d’intégrabilité sont remplies, les 
expressions 


plr,r)dr+btr,ridr, g(r,7,2) dr +b(x,r,2)dy +y(x,7,2)dz, 
ont respectivement pour intégrales 


x 54 
fetenar + f4eener +0 
+ 1 


To Fe 
æ Y z 
u p(x,Y,2)dx + Y(xe,Y,z)dy + | 4 (do: Yo 2) d3 + C. 
Lo 79 À Zo 
La première peut être remplacée par celle-ci, 


2 x 
jl sy)dr + Î p(x,Yo) dx, 
ke Je 


6 
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et la seconde, en y permutant convenablement les variables, 
les fonctions et les limites des intégrales, en fournit cinq 
autres qui représentent chacune la même fonction. On 
choisit, selon les cas, l’ordre d’intégration qui paraît le 
plus avantageux. On assigne de même à xo, Yo, Zo les 
valeurs qui donnent les résultats les plus simples. 


n 
k59. « <7 + atxy + L3y +C. 


LES DT LA 


460. “ > 2 Ty — Y — 27° + C. 
Î 
13 
RENE EU 
34 
JE 
kG2. He 106 (KE em ple 


L 
&G3. u — log Ë . pp | 0: 
! 


k64. u— (x? + 72) + arc tung = + C. 


hG5. uw — x?'cos y + y? cosr + C. 


KL les 


l ù y2 + ex IA 
k66.  u — arc sin £ AP ne re 4e 
LEE EC ES À 
LOU — AE 
di 
h68. u —xy + yz zx + C. 
Les 
169. ù = 7 + ic 
e’ i 
70. 2u= +10 
FE) 
W71. u—arctang LPC. 
LEEr 
1 
LT Y 2 1 2\2 
L72, Do do ee ©) ON 
x +2 


Z T 
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N VIII. —- Quadrature des courbes planes. 
On désignera généralement par À l’aire considérée. 


473. 11 faut calculer 
— fer ar (n° 3952). 


Si l’on prend a et o pour limites, cette expression se réduit 


re 
4 


la courbe et les parties positives des axes. 


Telle est donc la portion de surface comprise entre 


W74. L'équation de la courbe étant 
pi aia — x) Lt 1 
on trouve, en intégrant par parties, 


5 
2 


di 
A —2r(2ax — x) + 5 f(2ax — th Tdr: 


La portion de plan comprise entre l'asymptote et la courbe 
est égale à trois fois l’aire du cercle de rayon a. 


2 
2 2 
> 2 k FAR Y 3 
Y76. L’équation de la courbe étant |[-}) + 2) = 
Œ 
on est conduit à une différentielle binôme. Le calcul donne 


3ras 
(e) 


On arrive plus rapidement à ce résultat au ruoyen du 


pour l’aire totale. 


théorème suivant, dù à M. Lejeune-Dirichlet. Soit 


V= fur. eue” 
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Les limites étant données par la condition qu’on ait toujours 


COM 


: o 
et les quantités a, b, c,..., à, 6, y,..., p, q, r,.……, étant 
positives, la fonction V aura pour valeur 


E r(e)r(s). 
a 66 pe .P 4, r 


par ( a b C 
DRE CEE 
P q r 


Or l'aire cherchée À a pour expression 4 11 f dE 


les limites des intégrales étant assujetties à la condition 


on a donc 


ntt Sobe rC)] 


HAE CT) 


et comme, d’après les formules (D) et (C), p. 297, 


T(4)—1.2.3, r)=r(: +5 =;r(s); r() = ÿr, 


on retombe sur l’expression déjà obtenue. Le théorème de 


Le;rune-Dirichlet se trouve dans le Tome IV du Journal 
de Licisville. 


On peut remarquer que la courbe représentée par l’é- 


quation 
1 1 
ie ER 
“rt 


(2 G 
Ur cb fier 
Cie: ons 


est toujours carrable quand »# est entier ou la moiué d’un 
nombre enticr. 
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#77. En employant les coordonnées polaires, il vient 
I : : 
A— - a sim20 + C, 


4 


L’aire totale est égale à a°. 


0 A 
I d9 I 1 + tang 0 
L78.:: ÀA=|- PR rent: 
2), COS280 4 1—tang 
On tirera de là 
A FR 
— 4A LL 
LE Hi ARE 1e —+ € 
FN ST 


La courbe est une hyperbole équilatère ayant pour équa- 
tion, en coordonnées rectangulaires, 


DR NP 1e 


Si l’on exprime aussi les coordonnées x et y en fonction 
de À, on trouve 


La grande analogie de ces résultats avec les formules con- 
nues 
Ai  —Ai "ETS 
# ue i ; A Lola 82 2A1: 
COSTA +, | SIN JA — ; 
2 2 i 


a fait donner à l’abscisse le nom de cosinus hyperbolique 
de 2 A, et à l’ordonnée celui de sinus hyperbolique de la 
même grandeur, ce qui conduit à écrire généralement sous 
forme abrégée 


e* + eT* et — et 


(H) Che, ———Shx. 
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Si l’on rapproche de l’hyperbole considérée le cercle qui a 
pour équation 
En SA [, 


en appelant À, le secteur circulaire correspondant au même 
angle 4 que le secteur hyperbolique À, on trouve que l’ab- 
e x ” e Fa . 2 
seisse ct l'ordonnée du point déterminé sur le cercle par cet 
angle 4 ont respectivement pour valeurs cos 2 À, et sin 2 À;, 
ce qui rend plus complète encore l’analogie qu'on vient de 
signaler. 
La considération des fonctions kyperboliques Sh x et Ch x 
a conduit à d’autres définies par les équations 


Sh x I ] I 
ERA AL PR ichzx — échxr — “ 
Chzx Cothzx” A Ch COST Shx 


Th S 


De plus, à chaque fonction correspond la fonction inverse. 
Par exemple, de l’équation Shx = y, où x est l'argument 
de la fonction Sh, on tire x = argShy, et ainsi des autres. 

Le Tableau suivant montre que l’analogie entre les fonc- 
tions hyperboliques et les fonctions trigonométriques sub- 
siste dans un grand nombre de cas. 


Formules relatives aux fonctions hyperboliques. 


Ses ee enA en Che ECOLES 
2 2 (En pa 
Sh{(ir) —#sinr, CHEX) =cosx, FhrhePons 
six #5h? cosfir)= Chz, tanglièr) = tire 
Sho = 0, Cho", Tho=0; 
She 0, CHE =", Th T1; 
Sh(—zx)—— Shx, Ch(—x)—Chx, Th{—x)—=— Thz, 


Ch?x — Sh?r — 1. 
Sh{(zx=Ey}=ShzChy + ChrShy; 
Ch(r Er} æÆChrChy EShrsr, 
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Thx Thy 
— 14 AR nie | @ 
sieste 1 ThxThy 
dx 
Ch'z° 


= Chx+Shzx, (ChxEShxz}"— Chnrx EShnx. 


donr=Chrdr, dChz=Shxrar,  dThz— 


ch 23 XL? 

M dr Ma ns 
2 A 

Er rer À re DARSER ARE LE 
Vu 3. A 


2 | 2 
She = à ( +5) ( +7) +) 
Tr? 4x! OT? 


Chr=— +) ( +) (+ _ }++ (n°139) 
T \ 97 T 


Les fonctions hyperboliques se rencontrent dans plu- 


sieurs questions. Lambert s’en est beaucoup occupé et 
en a le premier donné une petite Table; depuis, les tra- 
vaux étendus de M. Gudermann (Journal de Crelle, 1. VI 
et suiv.), et les Tables développées de M. Gronau (Dantzig, 
1863) ont mis en lumière l’importance et l’utilité pratique 
de ces fonctions. On consultera avec intérêt et profit, sur 
cette matière, l’excellent Recueil de Formules et de Tables 
numériques publié en 1866 par M. Houël, l’Essai de 
M. Laisant (1874) et le Traité de M. Günther (1881). 


k79. (Fig. 27, p. 320.) Pour avoir l’aire enfermée dans 
Ja ligne ODGAHC, on intègre depuis 8 = o jusqu’à la pre- 
mière valeur de 8 qui annule le rayon vecteur, et l’on double 
le résultat. Soit & cette valeur fournie par l’équation de la 
courbe, on trouve 


ai 
aire ODGAHC = [ce + 207)a + 3b(at— my |. 


On a aussi 
: LE 2 2 2 +” | 
aire OEBF — = (a+ 2b?)[x — &) — 5b(a— &?) |. 
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Roberval, qui a calculé le premier l’aire de cette courbe, 
Jui a donné le nom de limacon de Pascal. C’est une con- 
choïde du cercle, dont la construction a été déjà indiquée 


Fig. 27. 
G 
p 
(= 
(ee 'A 
E 
à 


(n° 263). Cette même construction montre qu’elle est la 
podaire d’un cercle (235) par rapport à un point quel- 
conque de la circonférence. 

Le limaçon de Pascal, qui figure parini les épicycloïdes, 
est aussi un Cas particulier des ovales de Descartes ou 
courbes aplanétiques (n° 329). 


k80. A — =: E tang 0 + 2 ab logtang É —- :) + 2] + C. 


k81. En faisant usage des coordonnées du n° 277, on 
trouve facilement 


r°d0 = pds = p(dr?+ r'd8), 


RS: pan . 
2 2 
+ M 


L 
r? — p°)° 


et par suite, 


Appliquant cette formule à l’épicycloïde, dont l'équation 


est mise sous la forme 


(a+ 2b)(72— &) __ c@(7?— a) 


ds 
ie (a+ 2b} — à! Et PT 


obtenue à la fin du n° 276, il vient 


E À 
ST CS a} (@— 7?) HER c(c’— a’) PRE (== £) N 


4a AVE c' — a? 


On déduit de là que l’aire engendrée par le rayon vecteur 
pendant une révolution entière du cercle mobile a pour ex- 
pression 

a — 2 (a+ 3ab + 26), 
en remplaçant c par sa valeur a + 2b. 

Cette expression renferme, outre l’aire comprise entre 
le cercle fixe et l’épicycloïde, un secteur du cercle fixe dont 
l'arc a pour longueur la circonférence mobile. Ce secteur 
ayant pour valeur w ab, la surface restante est égale à 


& b? 


; (3a+ 20). 


82. En coordonnées polaires la courbe a pour équation 


a? sin 8 cos 
— . ) 
sin* 6 + cos‘0 


par suite, 


SJ dau sin 0 cos0 d9 Bai f'tang9 d(tangO) 


sin‘ÿ + cos 2 EU mt 2 1 Lo 


— -- arc tang (tang?0). 


7 


FRENET. — ÆAecuerl, DA] 
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{aire contenue dans l’une des ‘boucles de la courbe est 


s ra , 
donc égale à —— 
a) 


k83. Par un changement d’axes de coordonnées, l’équa- 
tion prend la forme 


ce VE V2 
Tr —° 
a + 3xvy2 


En posant a — x ÿ/2 — 2, il vient 


s — °(a — 2°) z°dz 
di | Vha — 32 
Cr 
+ zdz 
J Vaa— 52 
ee — ; rate 32! 
73 2 14 
= — — V4a— 37 + Le dz — 3 |- sa 
3 V4a— 32° Vaa— 32 
donc 


34 2 a _. 
4 ak — a que ge - — — — V4a— 32. 
V4a— 32° V4a 02 3 


On déduit de là que l'aire de la courbe renfermée dans 
a? 
6 
comprise entre la courbe et son asymptote. 

Cette courbe, que Roberval appelait feuille de jasmin, 
a été signalée par Descartes dans une de ses Lettres comme 


la boucle est égale à +; et il en est de même pour la surface 


9 
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échappant à la méthode des tangentes donnée par Fermat. 
C’est Huygens qui en a le premier trouvé la quadrature. 


6 IX. — Æectification des courbes. 


On désignera généralement l'arc cherché par S. 


484. La longueur totale de la courbe est égale à 64. 


k85 ads Chrdr = d.Shx. 1 (Poir. p. 310.) 


Le rapport de l'arc à l’aire correspondante est constant. 
Cette propriété est caractéristique de la chaïnette. 


a : . » 
86. S— a log» l’arc étant supposé nul pour y = a. 


1 


à NT 
487. s=a (ST) PC 


DE 20 L 


La longueur de l'arc, à partir de l’origine, est 


:Q a 2 L 
AI Le =) — fa + 24/3 log 


\ 24 — TX 


(8 a — 3x)? — (6a — 2" 
V8a—V6a 


Si l’on fait croître y indéfiniment, la différence S — y 
tend vers la limite 2 a | V3 log (2 — V3) — > |. 


88. On est conduit à une diflérentielle binôme. Il en 
résulLe 


PET 


& as — b3 
ce qui donne —— pour le quart de la lonoueur de la 
ab © 


courbe. On obtiendrait le même résultat en observant que, 
pour rectifier la développée d’une courbe connue, il sutlit 
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de prendre la diflérence des rayons de la développante qui 
correspondent aux extrémités de l’arc dont on veut trouver 


la longueur. 


k89. En faisant a + b = bn dans les formules (D) du 


ne 234, on en tire 


UE FA b\b . U 
s=— | Et pe per En lé < 
£ 2 a 4 b 


Pour l’hypocycloïde, il suffirait de changer le signe de à 
dans la parenthèse. 

La question proposée se résout très-simplement au moyen 
des coordonnées 7° et p (n° 481). 


490. La courbe étant située sur une sphère, les coor- 
données d’un de ses points M peuvent s’écrire 


x—=acosé sing, Y —asinbsinp, Zz— a cosy. 


On tire de là 
ds? — a? (sin’o d6? —+- do), 


et les angles q et 8 sont liés par la relation 


: e + —nÙ 4 
sing (EL) = sing Ch n0 = 1, (Voir pages 318 et 319.) 


On en déduit, en supposant 20 positif, 


: : dO DU 
(1) cosp — Thn6, É= LP RAP : 


de sin Chr0 sing” 


et, par suite, si l’on fait 7 tangz = 1, 


AAA T0 

COS& 
La loxodromie est la courbe qu'un vaisseau décrit sur la 
mer en coupant tous les méridiens sous un angle constant, 
qui est ici &. Nonius (1492) s’en est occupé le premier, 
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Halley a trouvé que la projection stéréographique de cette 
courbe sur l'équateur est une spirale logarithmique (273), 
ce qui résulte immédiatement d’une propriété bien connue 
de ce genre de projection. On le démontre d’ailleurs aisé- 
ment par ce qui précède, car l'équateur étant pris pour le 
plan xy et r désignant la projection stéréographique sur ce 
plan du rayon vecteur de M, on a d’abord 


IC tang 


D |-6 


; 
puis, en vertu de la première des équations (1), 


1— COSyp | hr Shr0 


— — —2n0 
[I + COS p Ch20 + Shn0 


ps 


tang”? 


D |— 


Maupertuis s’est également occupé de la loxodromie (ATe- 
motr'e sur La parallaxe de la Lune et Mémoires de lL’ Aca- 
démie des Sciences pour 1744). 


491. Les tangentes en M; et M, étant parallèles entre 
elles, on a 
dy Al dY2 Lg d(a; y: + 9) (he dy, 
CRC die 1 ui dr 


la tangente en M leur est donc aussi parallèle, et par consé- 


quent 
dx my hr ATX d(ax + Gi T2) 


— = —— — ee — , 
ds ds, ds, d(ais, + a35:) 
puis 
K jee: a, on . A S29 
en taisant commencer tous les arcs au point O. 


k92. En diflérentiant l'équation donnée, on trouve 


> r ; a Er Gair mu r8 
Pa 2 A — 
(a+ rt} ai + rt 
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D'ailleurs, F 
a+ rt 16 af r4( af Den 
a — 7, —\a" LE Mr 2 5 LA : 
à (ai + ri}. 
d’où résulte 
dr cs — Gairi + rs dr 
Var Va + 76) — 16 af rt (at — 74) Wat — 74° 


Or Où à 


(at — Gañrt + rs} = (af + rt) —1Gatrt(at — rt}; 


par conséquent, 


AOL. ART 
pif 
à Va Ta 74 ñ Vai-=7* 


Ci YO; FSiD: 


Ce résultat est dû à Fagnano. 


:93. En désignant par s la moitié de la lonsueur de la 
O [! O 

sremière courbe, par $s, un arc quelconque de l’hyperbole 

! > P 1 q q VI ) 


on trouve 


Il faut démontrer que la valeur absolue de la diflérence 


Ly À . a) . 
1 — 5; tend vers 5 quand on suppose que 7 croît indéfini- 


ment. Pour rapprocher les formes des intégrales qu'il s’agit 


de comparer, faisons dans la première r —az°, et dans Îa 


seconde a = 77; il vient 


SOLUTIONS. 
et 


I I 
r—s —=al -— — 
z 
Or 
z? dz 7. dz 
(re) cle 


et comme on trouve, en intégrant par parties, 


fs Gad (1—2) 


z?dz 
ts 2 - 
Z A 
(i—3')° 
il en résulte 
1 ñ 
ki dz (1 — 74)° z° dz 
ri — — ° 
\ 2 412 z s\4 
» z?(1 — zi) (1 — zi) 
et par suite 
1 I 
I (1 — 2)? z°d 
T——=al — — — + 
Z Z — 
, Gp 
© 
On conclut de là 


1 2 À 
lim(r—s,)— a [ COTE, SRE 
| 3 

Le 


2 
}- (1 —z) 


ce qui démontre la proposition énoncée 


M. Faure (Nouvelles Annales de Mathématiques, 13853) 


La ; . à Wed < 
a généralisé la question précédente en remplaçant l'hyper- 


bole pai la courbe qui a pour équation 


rm COS20 = a" 


(n° 242). 
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6 À. NN Cibdtre 


On désignera généralement par V le volume cherché. 


494. Le volume étant supposé nul pour x—0,ona 


Va (L+e) (ste ca PR ou 2 
> 


Ll 

ü mot 

A. pira(y? = lb Ne te + ra (y Pre: a). 
C4, 


495. En prenant l’asymptote pour axe des x, la cissoïde 
a pour équation 


ay —=(2a— y); 
il en résulte 


2€ 4 it L 3 
v=u fou? PA EPA P R 


(0) 


24a " 
=) dy(a+y)(2ay — y!) = 2n"at. 
O0 


4:96. L’équation de la conchoïde étant 


zy =(a+y)(b— 7"), 


le volume engendré par la révolution de cetie courbe autour 
de l’axe des x a pour expression 


o’ab! 


L1 V4 TD 
— sab’arcsin - + — 
2 


M (#7) ia) 


Eu faisant y — o et doublant le résultat, on trouve pour 


le volume total 
4 b 
© L? (ue —- 1°) : 
À 
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497. Lorsque l'équation d’une courbe est donnée en 
coordonnées polaires, l’élément du volume de révolution, 
engendré par le secteur infiniment petit dont l'aire est 


I ET Cr de 
> r° d@, a pour expression 7 "sing d3. Appliquant cette 


formule à l'équation 


P 
Pi EST) 
I1+—ecosÿ 


il vient 


2r 6 , 
Vie Er | (1 + e cos0)# sin 0 d 


Te T P 3 
ras P | rdr = si (72 — rois 
e 9€ 


z? pr 
si + pr 2 Le 
Soit 
“* 
rois 


on en déduit 


L a DIE 
= Ji sde dy = (? F “ fl dx dy(2bx — 7?) 
o Vo 


(ab)?. 


LES 


red 


#99. Si l'on désigne par y, une constante, on trouve 


LE CH way? 
Br) dr dY— ‘ 
\l y(a #7 UT Se 


v=f" joe ( ) dr dr, 
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1 étant donné par l'équation 7 


on a donc 


en désignant par &« une contante. Soit fait 2 =, il en 
L T 


x (02 2 œ 
V — f î adre(o) do — = | p (w) du. 
0 Yo 3 0 


Appelons S l’aire de la section faite dans la surface par 
un plan parallèle à zÿ et à une distance x de ce plan, on 


«x “ 
= ss | g(w) do, 
0 o 


Ve, 


3 


résulte 


aura 
et par suite 


résultat facile à prévoir puisqu'il s’agit d’une surface 
conique. 


501. Soient 


se et Mt Ne een Led: à 
les équations des deux cylindres; on a, en posant 


L 
Dia res 


V a + 24 
= — dx d 2 x} —= —_—, 
8 1 s x dy(a? — x?) 3 


502. Soient 


x? + y? + 2? = a, T' + PAM 


CS 


SOLUTIONS. 3 
les équations de la sphère et du cylindre; si l'on pose 


a 7 C0; = 7 Sin, 


il viendra 


Y b RAT b 27 1 
= J zr dr di — f [ r dr di( a? — r?\° 
(0) (0) d 


503. Observons que l'intersection C de la sphère et du 
cylindre est une courbe qu'on peut concevoir engendrée 
comme il a été dit au n° 2996. L’angle 9 détermine en effet 
un point 7 de C auquel correspond un point M de l'inter- 
section, ct, si l'on désigne l'angle Mom par ?, on trouve, 
en vertu de l'équation de la courbe, o = n8. 

Cela posé, en considérant seulement la demi-sphère 
située dans la région des z positifs, le volume V, limité 
par le plan ZOX, le plan ZOm et la surface cylindrique, 


a pour expression 


0 acos 7 0 | Re a30 a 0 j 
r dr d0 | a? en A D Na 3 sin? 2 0 dû. 
0 0 (e) 


3 


à a? 0 ; Ë 
Le premier terme EN mesure la portion de la demi- 


sphère comprise entre les mèmes plans que le volume V; 
le second, qui a pour valeur 


Re. D | 
L9 sin? . — sin? +) =) VA 


@ 


10/2 


est donc l'excès de cette pyramide sphérique sur V. Pour 


2 


T » AA 
@—— cet excès se réduit à 
2 O2 


On peut trouver directement l'excès E, sans recourir aux 
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intégrales doubles, en considérant le segment sphérique 
dont une base est celle de la demi-sphère, et l’autre un 
petit cercle qui passe en M. La hauteur du segment étant 
a sinv, son volume sera, d’après la formule connue, 


& a$sin 
a (2 —+ cos? o }, 
3 

et la différentielle de la portion de ce volume comprise 
entre les plans ZOX et ZOm est, à un infiniment petit près 


de sa valeur, 


f 


2 
a°sin y (= ) do. 


En en retranchantle cylindre infinitésimal qui a pour volume 


I d0 CE 
a sin 0 — — sin cos’ db, 
2 2 


1 CRUE MS 
on retrouve 2 sin °® «0 pour l'élément de E. 


Si n=—1, l'excès du volume de la demi-sphère située 
dans la région des x positifs sur celui qu’en détache le 
cylindre entier est égal au neuvième du cube du diamètre. 
Ce résultat a été donné par Bossut,. 


I 3 , 7 
je 7° C est la courbe étudiée par Pappus (n°296), 


et l'excès du volume de la demi-sphère située dans la région 
des z positifs sur celui que le cylindre en détache est 
encore égal au neuvième du cube du diamètre. 


504. On a (n° 352) 


= [ fard (gr —5? 


che 3 . 1/2a— x\? 
| dx (fee) far ares? (22) 
2 
O 


(4, 


Il 


Il 

à, 
De mr 
COR 

L 
D IA 
pomme 
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par suite 
V —= at (R +). 


\ 


505. ABDC (fig. 28) représente la section faite dans le 
solide par le plan qui contient les deux axes. Le point le 


plus haut de Îa portion de volume située au-dessus de 
ABDC se projette en O, point de rencontre des diagonales 
de ce losange. À une distance z du plan des axes, menons 
un plan qui lui soit parallèle; la section obtenue se pro- 
jettera en POSR qui est sa vraie grandeur. Soïent À la sec- 
tion, a le rayon de base commun aux deux cylindres, V le 
volume cherché; on aura 


«a 
= 1h A dz. 
0 


Abaissons OK = p perpendiculaire sur PQ, il en résulte 


4p?. 


sin & 


DH RQ NS A 


D'ailleurs, p, z et a formant un triangle rectangle, 


d’où enfin 
8 és 16 &3 


de (a? — 2!) dz — 
sinz ), 


—_——— € 
3 sina 
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506. Il suflit d'évaluer le volume QEDB (fig. 29). AB 


est perpendiculaire à ED, trace du plan sécant sur la base 


dont le centre est C. Soit PNnp — A la section faite par 
un plan perpendiculaire à la base et dont la trace Nan est 
parallèle à ED; si l’on pose 


CB 2, COM 2 MN TA PN ES 


‘on aura (n° k59) 


a 1 
il AArEE | Yz dx. 
e) e/ 


0 
Or 
2 DAANER NE TI T 
donc 
2 3 
V — 3 a tango, 
Ç XI. — Quadrature des surfaces courbes. 


On désigne généralement par $ la surface cherchée. 
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507. L’équation différentielle de la cycloïide étant 


on a 


Il suit de là que la surface engendrée par la révolution de 
la cycloïde entière a pour expression 


64 


ru ru? e 
a 
n 
ee] d 2 2 
508. ar | Y ( + 7) dt 21. 
x dx 
509. Les équations des surfaces étant 
on tire de la première 


dz re 


a 
et, en posant }1 = (a —x*), 


PT drd 
S—8Sa M mb tie CUS cat i mn 8 12 
(az) ? 


510. En nommant À Ja portion de l'aire cherchée, li- 
mitée, comme le volume V dun°503, parles plans ZOX, ZO mn 
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et la surface ro ON HR 


LOTO ra TR 
AE mcm HU 4 C1 sin 7 0 d6. 
(a?— re b 


L'intégrale du ee. membre, qui a pour valeur 


24” « L2 L_2 
= sin? . représente l’excès sur À de l’aire du triangle 
on 


sphérique limité par les mêmes plans que À. L'élémentde cet 
excès s'obtiendrait aussi directement en calculant l’aire de la 
zone qui répond au segment desphère considéré dans le n°503. 


I LS . à 
Pour n — =; !a courbe tracée sur la sphère est la spirale 


de Pappus (n° 296), et l’on voit que la surface comprise 
entre cette courbe et la base de la demi-sphère est égale 
au carré du diamètre. Ce théorème, dû à Pappus ( Collect. 
Math., Liv. IV, prop. 3), est le premier exemple de la 
quadrature d’une surface courbe. 

Si n —1, l'excès de la surface de la demi-sphère située 
dans la région des x positifs sur celle que le cylindre droit 
en détache a pour valeur 4 a°. Ce résultat résout le pro- 
blème qui consiste à percer un dôme hémisphérique de 
quatre fenêtres égales telles, que le reste de la surface soit 
équivalent à un carré, problème que Viviani proposa sous 
forme d'énigme aux géomètres de son temps. Voici en quels 
ermes il s'exprime dans les Æ{cta eruditorum de 1692 : 

Ænigma geometricum de miro opificio testudinis quadrabilis 

hæmisphericæ, autore D. Pio Lisci Pusillo Geometra. 

« Inter venerabilia olim Græciæ monumenta extat adhuc 
» perpetuo quidem duraturum templum augustissimum 
» ichnographia circulari a/mæ Geometriæ dicatum, quod 
» testudine intus perfecte hemisphærica operilur; sed in 
» hac fenestrarum quatuor æquales areæ (cireum ac supra 
» basin hemisphæræ ipsius dispositarum) tali configura- 
» tione, amplitudine, tantaque industria ac ingenti acu- 
» mine sunt extructæ, ut his detractis superstes curva 
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» testudinis superficies, pretioso opere musivo ornata, 
» tetragonismi vere geometrici sit capax. » (n° 503.) 


Sous l’anagramme qui dissimulait le nom de l’auteur, on 
trouve : Postremo Galilei discipulo. Le problème était en 
effet une épreuve à laquelle un des élèves les-plus distingués 
de Galilée voulait soumettre la nouvelle analyse créée par 
Leiïbnitz. Celui-ci en trouva la solution le jour même où 
le programme de Viviani lui parvint (_{cta erudit., 1692). 
Jacques Bernoulli résolut aussi la question et montra qu'on 
y pouvait arriver d’une infinité de manières. La construc- 
tion géométrique donnée par Viviani lui-même est ingé- 
nieuse, mais manque de rigueur. Un religieux camaldule, 
Urbain Grandi, en fit connaitre une plus satisfaisante en 
1699. Il prouva en outre qu'on peut détacher d’un cône 
droit une portion de surface quarrable, à laquelle il donna 
le nom de voile du Camaldule; mais cette remarque avait 
déjà été faite en 1696 par Jacques Bernoulli. On peut 
d’ailleurs la formuler ainsi : Zout prisme droit dont la 
base s'appuie sur celle d’un cône droit détache du cône 
une surface dont le rapport à la base du prisme est égal 
à celui du côté du cône au rayon de sa base. | 

Bossut, comme on l’a vu (n° 503), a démontre que le 
volume du dôme de Viviani est égal au neuvième du cube 
du diamètre de la sphère. Euler a beaucoup généralisé le 


problème de Viviani (Comm. nov. Acad. Petrop., 1759). 


511. L'élément de la surface a pour valeur 


1 
z'+ y?\ *dxdy 
Ge x — 7° Re 
En transformant GÊLLE expression au moyen des coor- 


données polaires dans le plan xy, elle devient 


a? r dr dO 
—— 3 


2v Vrv — /° 


FRExET. — Recueil, 22 
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où l’on a fait #? — a°co;20. Il résulte de là 


[© d rar DUR 
2 0 CEA Vro — 7? 4 


Tr? a? 


La surface totale est égale à 


512. L'élément w de la surface ayant pour valeur 


las Ste 2 
drdy MG PE 


L 


la nature même des limites indiquées conduit à transformer 
cette expression au moyen des coordonnées polaires dans 
le plan xy, ce qui donne les relations 


cos 2 
wo —drg Vricost0 + «?, 0? — b? — a? tang?0, 


cos 8 
où s désigne le rayon vecteur de la courbe suivant laquelle 
le cylindre B coupe le plan xy. On a, par suite, z20x étant 
l’un des plans fixes, 


PÉPONTT ETAT 2 
ne NAN ES RS 
cos 0 
2 


Si l’on intègre par rapport à r'et qu’on fasse 4°? + b?= ?, 
on trouve pour l’aire cherchée 


cos 2 cos? sel o a 


he je Ve? cos’ 0 — a? a? 0 40 AE cos?0 — a! + c cosô 
[4 a — —— D ——— ————; 
© 0 e) 


C 
2 
ou bien 


b? } /asiné a° Ve? cos’ 6 — a? + c cos0. 
— arc sin + — tang 8 109 -— 
2 D 


b a 
b e ’ . \ r L? 
Pour 0— arctang-; cette expression se réduit à Aa 
a L 
quantité indépendante de a. Si l’on n'avait en vue que ce 
dernier cas, on obtiendrait le résultat d’une manière beau- 


coup plus prompte en conservant les coordonnéesrectilignes. 


513. (J’oir n° 506 et jig. 29) ds désignant l'élément de 
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l'arc DNB, la surface QDNB à pour expression 
à a xdx À 
zds — atangz ——; = a tang a. 
e/0 (a? Lu x? 
L’aire de la surface QEDB est donc 


24? tang æ. 


ÿ AIL. — Changement de variables sous le signe 
d'intégration. 


514. La relation générale 


se réduit 1ci à 
dx dy — ududv; 
on a donc 


Î jk a" y" dx dy — fl Î uni (1 — php" du do. 


Cette transformation a été donnée par Jacobi (Journal de 
Crelle, 1. XI); elle est d’un grand usage dans la recherche 
des intégrales définies. 


015. fee = ferraras 
516. ff fvararas= f [fre sin 00 de, 


On reconnait ici la transformation usitée quand on passe 
des coordonnées rectangles aux coordonnées polaires. 


517. Il résulte des équations données qu’on a 


dz csinäcosSo 
3—=CCOS0, — —= — ———: 
dx a cos 
dz csin8 cos» 


dy 7 bcosg 
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,1 


D'ailleurs, 
dx dy = ab cos9 sin 0 dû de; 


l'intégrale prend alors la forme 


ci 
REZ sin 9 | a’ b?cos’5 + c’sin?0 (a? sin?o + b’cos’®) |?. 


(Ivory.) 
$ XIII. — Équations linéaires à coefficients constants. 


518. Par la méthode de la variation des constantes on 


trouve 


On arriverait au mème résultat en observant que, le second 
membre étant une fonction entière du quatrième degré 


en x, si l’on pose 
N=A+Bz + Cr + Dr + Ex", 


il sera facile de détermaner les coettcrems A, B,..., de 
telle sorte que y; soit une intégrale particulière de l’équa- 
tion proposée. Pour avoir l’intégrale générale, il sufira 
d'ajouter à y, l'intégrale générale de l'équation privée du 
second membre. 

La méthode précédente peut toujours s'appliquer lorsque 
le second membre de l’équation est une fonction entière 
de x; elle convient encore quand il renferme linéairement 
des exponentielles, des sinus, des cosinus, dans lesquels x 
n'entre qu’au premier degré. Si, par exemple, le second 
membre contient e* ou sinax, on introduit dass l’expres- 
sion de y, la quantité Ae** ou A sinax + Bcosax, À et 
B étant deux indéterminées. 

Le procédé qu’on vient d'indiquer abrége souvent les 
calculs. 
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019. y = Aer + Be-s, 


A et B sont deux fonctions de x déterminées par les re- 


lations 
eZ x dr et.x dr 
À — |, B— | ——. 
PEUR (+ x) 
On trouve 
e? e?t e’ dx 
BR +C, A—=— + [ FC 
I1+ x I+ Tr I+r 


et par suite, 


Er ee ; 
PISAE TS PRE + CeTt + C'er?x, 


ch x x 3 
920. HT Aie L RERO UA 
a BÜ — r?)Sinz2x +- 2mMmn COSnx 
521, ee 
n 
Si l’on pose 
m n , 
a C0 — sinb, 
(re + mr Ÿ (n° + ne? 


y prend la forme plus simple 


sin(rzxr + 2/1 
REA) : TO EN 
m° + n° 


COsmx 
D + Ocosnæe + Cisinnr 
TRTIIL 


Cette expression peut s’écrire 


COSMX — CSN x 
y =C'sinnx + C’cosnx — 
m°— 1 


et l’on voit que pour m — n elle se réduit à 


2 xsnnr 
y = C'sinnzr + C’cosnx + ei 
72 
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e. { ! it 
DB. pe + Ceos(aé+a)+ Ceos(8e +6). 
59h. y —2x"— n(n—i)a"?+n(n—i)(r—2)(n—3)at 


AIO Cor LOS. 


73 
525. 7 = — ; + Cer + Ge + C, cos(ar + C3). 
a 
COS x ; \ 
0e ET ETABEe + (G + Gr) cosax + (C'+ Cr) sinax. 
a'— 1}: 


527. On est conduit à résoudre une équation dont les 
racines sont 2, 2, — 92, 31, — 31. Il en résulte 
ent 
Aix (m—2}(m LE 2)(m° + 9) 
+ CG; cos(3x + C,). 


+ ex(C + Gix) + Ce? 


598. Les racines de l’équation à résoudre sont 
— 3, 1496, 1—21; 
il en résulte 


x? 27 28 


ren le 2 e*(Csin2x + Ccos2x) + Cet. 


$ XIV. — Æquations linéaires à coefficients variables. 


529. Cette équation étant linéaire et du premier ordre, 
on trouve, en appliquant la formule connue, 
1 
J=a+C{i- zx). 


530. Cette équation est linéaire et du premier ordre. On 
déduit de la formule générale 


Lclreee le 
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Sin — 1, les deux derniers termes peuvent s’écrire 
ï L 
Pole : 


a 
2 


«4 + 
La vraie valeur de la première de ces expressions, obtenue 
par la méthode connue, est 


LES : RATS 4 Joe [ts np ER 


On trouverait d’une manière semblable la formule relative 
au cas de n — — 1. 


AE 1 x\7 (Less ? 
RC) 


Si a — — 4, on peut écrire 


[44 


«a 
I I+zx\? 1m NP 2 
YF —= = — EC — « 
it = a. ; a 


La vraie valeur du terme renfermé dans la grande paren- 


thèse est 
I (+) fe 
“TE log . 
DANTERT RE 
| î | 
2 E 
539. Vi 2 Lez x) +r— 2x] le Cerarcsinz, 


nn? + 4 
533. Cette équation est de la forme 


dy 
dx" 


AR 


dx 


(a+ bx) + A,(a + bre) +... +Ay =x"; 


elle pourra donc s'intégrer en posant 


æ = e!, 
On trouve en effet 


x" GC 
LCrEe 


YF = - nue 
NL — 1] GE 
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C 


LA IQ ER RS 
T 


534. Même observation qu'au n° 533. En posant 
Speed 
il vient 
1 I 
MES log =. pures (C + C logz). 


535. Remarque du n° 533. En posant 
| | I+zxr—=e!, 
l'équation à intégrer est 
dy d'y d 2 ë 


DT be CC PE HOT 
dt ? dr +4; Bee Pie 


Si l’on opère comme il est indiqué au n° 5{8, on trouve 
pour résultat 


8 - 8 L 
r=gUi+a) MENU E) + C(i+ x) 


+ G cos{log(r + æ)] + Csin[log(r + x}]. 


| 


536. Remarque du n° 833. On est conduit à intégrer 
l'équation 


— 


y dy dy 
(n) des di 


; Per, a t 
Rp BY — ler). 


Le résultat auquel on parvient peut être mis sous la forme 


r=(C+Gr+Ct'+u)et, 
où l’on a 
t 
Qu — |) VE Mo e (I — 2} d2 
v 0 


L'équation (1) ne diffère pas d’ailleurs de celle-ci : 


d(y c—?t) 


at 2: e2to(et). 
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537. On remarque que l’équation peut s’écrire 


d'(xy) 


dx? 


— &@(xy) = 0, 


dont l'intégrale est 


y = = (Ces + Ceres), 


I 
L 


538. En mettant l'équation sous la forme 


did 2 
ns 0 220 + my Nr à 
dx \ dx zx 
et posant ensuite 
dy 21 
() LANTA EE Ce 
il vient 
1 dz 
2 TEL PA 
( ) 4 n° dr 
d’où 
d'3 2 dz Te 
— — — + nz—=0, 
dx* zx dx < è 
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Cette équation, traitée comme celle du n° 537, a pour in- 


tégrale 
zx — À cos(nx + &), 


À et æ étant deux constantes arbitraires. En différentiant 


et tenant compte des relations (1) et (2), on trouve 


__Acos(rzr+a) LA A sin(z7x + a) 


n°? x? nx 


539. L’équation peut s’écrire 


"CT =S0. 
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En posant x — u7!, la transformée conduit aux deux sui- 


vanLes : 
dy æ : 
2 — u — CuyY—=O 
du du? À 
æŒu 
r) = CUY = 0; 
du? 


dont la dernière fournit l'intégrale 
S = 
pre EN Be :), 
L'équation proposée s'intègre encore comme il suit : 
Soit Ÿ a, x" = 7 une série dont le terme général est a,a”, 


n'pouvant recevoir des valeurs entières positives ou néga- 
tives. Cette valeur de y, substituée dans l'équation dillé- 
rentielle, donne la relation 


VE CY 
Ta = cerf re n(nr En 1) An yves? == ce? An-4-2 an? Cie 


En écalant à zéro le multiplicateur de x"-?, 1l vient 
S P ; 
n(nr—1) 4 = Ca, 
égalité d’où résulte qu’on ne peut attribuer à 7 que des va- 


leurs négatives. Faisant donc successivement 7 égal à — 1, 
——/2;.... 0NITOUuvVE 


€? ï c! 
J = &|x + Per mure ur 
1.2 T 1.2.9.4 T 


= y ES à en a ae 
Qi ——> + + — +... 
à DUDES RE 043.4 Der : 


a et a, désignant deux constantes arbitraires. Ce résultat 
peut évidemment se mettre sous la forme déjà obtenue, 


540. Substituant à y dans l'équation la série 


a at + y ZX + AC DEN +- non —+- 2.9 
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on est conduit à poser successivement & — 0, « ==1, Ce qui 
donne les intégrales particulières 


; =ÿ. ; SL YlasraUer 
: LA 10827 
pe , 
e #] 


à condition de remplacer dans la première 1.2..,2n par 
l'unité quand on fait » — o. 

On peut toujours trouver la somme des séries précédentes. 
En eflet, de l'équation évidente 


(se) 
g2n— 1 étre 
ED 
Ÿ —— 2 
0 
on tire 
21 —1)2Z" es ei 
a ——— ZE — — | met és FA L] 
DE A 2 CArtNE 


[eo] 


par suite, 


== £ Lasers (cas — ) + ge (3 ext Le sh 


2 


On aurait de même, b désignant une constante, 


1» 4 È r 
Jr pla (asp 1) SE (cz . ss 


d’où résulte enfin 


1 


y= Ai 3e) a 


841. En suivantune marche analogue à celle du numéro 
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précédent, on trouve 

2 2 L: 
 — (3 — 15cx° + obc?r° ) sert 


1 


x 2 : 
+ B (3 + 15cx° + 25c'x° }e-sest 


6 XV. — ZÆquations différentielles non lineatres. 


542. Cette équation étant de la forme 
(A) dy + Pydx — Qy"Tdx, 


la méthode connue donne 


17 
ce nr —a 


SE Oo 


Si n —1, l'équation obtenue est celle d’une logarith- 
mique. Ce cas particulier est intéressant au point de vue 
de l’histoire des Mathématiques ; il donne la solution de 
la question suivante, proposée aux géomètres par de Beaune, 
ami de Descartes, environ trente ans avant l’invention du 
Calcul infinitésimal : 


Trouver une courbe telle que la sous-tangente soit à 
l’'ordonnée comme une ligne constante est à la différence 
entre l'ordonnee et l’abscisse. 


La question était d’un genre tout à fait nouveau, Il ne 
s'agissait plus, comme on l'avait fait jusque-là, de déter- 
miner la tangente d’une courbe dont on connaissait les pro 
priétés, mais de remonter, au contraire, d’une propriété de 
la tangente à la découverte de la courbe mème. Ce problème, 
qui paraît uniquement du ressort du Calcul intégral, Des- 
cartes le résolut par des considérations qu'il n’a malheu- 
reusement pas fait connaître. En 1692, l'Hôpital et Jean 
Bernoulli en donnèrent une solution fondée sur la nou- 
velle Analyse créée par Leibnitz. 


hot 
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543. L’équation rentrant dans le type (A ) (n° 542), on a 


1 — x! 5 
I— x ! 


RE LP + C(r — x)". 
c ac 287 
5h. = — er Ces: (n° 549). 
sus. PE + (n° 519). 
Le b b 
DO re * — er pue (n° 542). 


547. En posant 


i 
o[$ 


D oiry Ce 


ZT 


548. L’équation étant homogène, si l’on pose 


De 
— L 3 
9 à 
elle donne 
lo ES à (1 Sea e C 
x + —log(i1 — mz _— | —— -—c. 
8 TRS 3 I— MZ z? 


Pour m > 2, le dénominateur de la quantité sous le signe 
est de la forme 


et par suite, 


. 
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par conséquent, 
L a+ Y—ar 


loc (x? 2 mr a — el AH as 
og (x + y mr) ME: ee 


Pour m<T2 on trouve, en posant m1 = 2 cosa, 


ll 
log (rire may ) + cote arc tang nr —_(C 
x Sin & 


Si enfin m1 = 2, 


rx 


NY 1 Ge, 


On aurait pu intégrer l’équation en passant aux coordon- 
nées polaires, ce qui donne 


dr m sin’ 0 dû m co5s20 d.20 m d,.20 


Tr msinGcosô—1 2 msin29—2 2 mSsin20—2 
Pour l'intégration du dernier terme, voir le n° 361. 


549. Cette équation est homogène et a pour intégrale 


Ham Cire 


8550. Équation homogène. 


4 
(+7) log = A 


551. L'équation transformée est 
æ(i1— 2?) dz — 0, 
qui a pour solutions 
om PR Él : 4 = OR T2 
F4 


On pouvait le voir immédiatement en mettant l'équation 
proposée sous la forme 


EE 403 à 


Nue — a) 0; 


SOLUTIONS. SN 
552. Si l’on fait 


= —=u 
x * 
il vient 
! 1+2 
u) du ax"t?du 
Al 0 vi ) 


g(u)+ plu) | ga) Euy(u)’ 


et cette équation a pour intégrale 


I AE PERS at # du 
aie A ETITIENT TO 


are __ÿ(u)du 
pr bee 


553. Dans le cas particulier où l’on a 
DIN EN 
l'équation se réduit à 
(1) (a x+ay)(xdy — 7 dx) =(bix + b;y) dy —(axr+cr) dr, 


et rentre dans celle du numéro précédent. 
Pour voir s’il est possible de ramener l'équation donnée 
à la forme (1), changeons de variables et posons 


He Hi NY —— 0-1 p, 


a et 6 étant deux constantes qu'il s’agit de déterminer de 
manière à obtenir la réduction qu'on a en vue. On est con- 
duit de la sorte à satisfaire aux deux équations 


«(a+ aa+a6) —(b+bia+b,6)—0o, 
6(a+aut+a6)—(c+aax+c6) —=o. 


On peut les écrire 


b+ba+b6  c+cu+c6 


= —=a+ax+ta6; 
& 6 
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et si l’on pose chacun de ces rapports égal à 2, il en résulte 


le système 
(a—)1)+ax+ea6—o, 


C++ (co —1À)6—0, 
d’où l’on déduit, pour déterminer À, et par suite & et 6, 
l’équation du troisième degré 
(a — À) (D, — }) (Ca a À) Su b,c.(a == — 1) er Œo c(b, — À) 
— di b(c: — À) + a bc + a: bc, — 0. 

La réduction à la forme (1) est donc toujours possible, et 
l'équation proposée peut toujours s'intégrer. 

L'intégration de cette équation a été donnée par Jacobi 


(Journal de Crelle, 1. XXXIV), en adoptant une marche 
très-différente de celle qu'on vient de suivre, et qui est due 


à G. Boole. 


554. Cette équation rentre dans celle de Riccati, dont la 
forme générale est 


À A NE EE 
et qu’on sait intégrer toutes les fois qu'on a 


hr 


M ee 
DTA 


r étant un nombre entier. Dans l'équation proposée, 


on trouve alors 


NN arr bre 0 3.2 


+ C | (n° 554) 


3.V2{1+zr)e 2x8 
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5356. Cette équation peut s’écrire 


æ La no | 
Posons 
| a) but À hi NEA. 
elle devient 
du . di 
— + up — —0o, 
u y 
en faisant 
me — nc na — mb 
Del MO = ee 
ae — bc ae — bc 
On trouve alors 
p$ Lime c 
6 AN 


Si me— nc, na—=mb,ona 
tte the — €, 


Si ae — bc — 0, sans que les numérateurs de & et de 6 
soient nuls, l'équation proposée revient à 


dr d ‘ : 
(a + d _ (: ses my) = 0: 
LA a 


L 


et elle est satisfaite par 


ax bi — t * TR “ b 
Æ'Y — LG; e par X°) mie 


557. On voit sans peine que si x et y représentaient deux 
tangentes les radicaux disparaitraient; posons donc 


J —=tangr, x—tangu; 


l'équation devient 


sin(op—u)dp = ndu. 
Faisant 
Pÿ—uU = 3, 


. 9 
FRENET. — Recueil. Ga 
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on trouve 4 


n dz 
A — 
n — Sinz 


équation qui s'intègre au moyen du n° 361. 
On obtient alors x et y en fonction de l’auxiliaire z. 


558. L’équation proposée revient à celle-ci : 


dy Na CNE AVE 
Se PPT A CE A 


dont l'intégrale est 


dy? dy 
559. | (ee — x!) _ — | (2 — br) 0? 


À dy: 27 dy y? y? : : 2? dy? 
POP AT Ed D UE A nes 
d'où | 
x dy GA FA res fe S 
dx ? JE Y d. É 


et enfin 


561. Posons 


dy Y 
en ? re (1 
dx P5 x 


il vient 
l 
u—=p+n(i+p}}, 
AN == Ar x du) 


dx du 7 dp p dp 


— —————"—_—————— 
— 


EE, > ? 
dr 2 79 — U 2 I + 2 
ÿ n(1 NE P 
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et en désignant une constante arbitraire par loga, 


On en déduit 


1 


— 


FE Le +nt + re Le +py—p] 


? 


ai 
etc de 


et par suite, en tenant compte de la valeur de _ 
TX 


Û 2 n 
122 2 Cm à 2 mt LENENENEEA 


1 — 7 


562. Cette équation est homogène en x et en y, comme 
celle du numéro précédent, et peut se traiter de la mème 
manière ; mais il est plus simple de la résoudre par rapport 


“ d . 
à ER ce qui donne 
dx 


ou bien 


nm —1)y dy + rxrdx 
LG PIN AE nt a = — + dæ, 


[ (ze? — 1)7? 2 rx]? 
équation qui a pour intégrale 
(nt—1)7?+nraxt=(CEzxz}. 


363. En posant 
SES LE D 
l'intégrale résulte de l'élimination de p entre les deux 
équations 
| = +p)r+pt 
T'EATRT — D) + CePr. 
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564. L'équation peut s’écrire 


ee 
2 


y—2pe=ali+p}, 


. ’ , Q r1° . dy 
et son intégrale s’obtient en éliminant p — 7e entre cette 
T 
équation et la suivante : 


Î 


«a — EL: 
Pr = — à Fe PIE ANR + (1 +pÿ)| + C. 
563. Cette équation revient à 


RES Are t à 
di pue PA 


équation homogène dont l'intégrale est. 
rare 0 


566. L’équation peut s'écrire 


4 : ENT: dy _ 
ou 
D + f(æ) de + o (y) dy =o. 


On a donc 
y'effix)dxefe(y)dy = C, 


et par conséquent 


On tire de là 
fersunard = CG, +Cfe-ff(x)dz dr. 
567. Lorsqu'une équation différentielle est homogène 


par rapport aux quantités x, y, dx, dy, dy, dy,..., on 
peut toujours en abaisser l’ordre d’une unité en posant 


Ti CE Eure. 


SOLUTIONS. 34 
Ces hypothèses conduisent ici à la relation 


d'u a d'Al du 
dé dan 


Faisant 
du 
ILES 
il vient successivement 
I c'x 
Fr, mes = 9 
I— CT I— CT 
| c'x 
AIO 0 
Y I— CT 


568. Mème observation qu'au numéro précédent. 
On trouve 


Lt 1711—c 
Lena +par+(enef]T 
Hi LP 0 
Lee 1) — [ay + (8 1x7] 
569. L'équation est homogène par rapport à 
| dy oAN dr 


—— 9 —, 
dx dr’ 


J'; 


AL A 
et s'intègre alors en posant 


dy 
TE ES UV e 
On déduit, en effet, de là , 
du dx 
Trou rÉ 
(@ +? 


et cette équation a pour intégrale 


UE cz + (a? + 2) | - 
d'où 


4‘ 1 
log) = Cartog Le + (a + 2] « Ge 2 (er 4 at) 
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870. En opérant comme au numéro précédent, on trouve 
4 ie 
y ABUNE CEE — Ç! Ë dre C(a FU #) |. 


871. Posant dy — p àx, l'équation devient 


dp 2x dx k 


d'où 


On déduit de là 


ne re (x? + ab)dx 


de 
— (x? + ab }? 46 


Cette équation, dont le second membre s'intègre au moyen 
des fonctions elliptiques, est celle de la courbe que forme 
une lame de ressort fixée horizontalement par une de ses 
extrémités à un plan vertical, et chargée d’un poids à L'autre 
extrémité. Jacques Bernoulli, qui s’est occupé le premier de 
cette courbe (Mémoires de l’Académie des Sciences, 1703), 
lui a donné le nom de courbe élastique (n° 630). 


572. L’équation peut s’écrire (n° 571) 
1 13 
ir + p') dr + x Te - = a dp al + pl]. 
(LEP 


On tire p de là, et l’on trouve ensuite 


{ 
| L b 2 + ph? 21? 
ga (ar 4 D 25) — blog TEE TT , 
LUTTE 


Bet c désignant deux constantes arbitraires. 


2 


1 At 
513. dp+(a+z) ?pdr=T(a+at) *ar. 


SOLUTIONS. 399 


Cette équation linéaire du premier ordre s'intègre par la 
formule connue et conduit à l'intégrale suivante : 


3 
x 2 a?x 2(a? + x?)° 


Y= — — — — Cr! 
ay Ô g Cr 
L MONTE 
+ Gr(ar + a5)Ÿ+ Caslog URL, 


574, On arrive à une équation linéaire en posant 


ce qui conduit à l’intécrale générale 
q duit à l'intégrale g il 


LetiG 


x—C 


7 + C'=log(x! — C?) — & log 


375. On pose 
L æ + p° —- 7 
et l’on arrive à une équation qui devient facilement linéaire 
et du premier ordre. On en déduit 
Î 
27 — C 
CG 


FE; 
| nr arc cos f 
1 


e=0+ | 


576. Cette équation peut s’écrire 


c’est la forme de l’équation de Clairaut. On trouve pour 
l'intégrale 
£ 
Cæ + C=—= log | cy + a (1 + ac) |. 
Il ya une solution singulière 


+ x 


P—na sin 
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"a 


S XVI. — Solutions singulières des équations différen- 
tielles du premier ordre. 


YU PMR EN AE 


C’est à propos de cet exemple que Taylor (1915) are- 
marqué, le premier, qu’une équation différentielle peut 
avoir des solutions non comprises dans l'intégrale générale. 


— O. 


580. On trouve, en différentiant, 


(7'— a) (: Her ed 
… dx L 


d'où 
Solution singulière........ Y'= a +2az,; 
Solution générale......... Y?+(G—-r} =2Ca. 


L'équation différentielle répond à la question suivante : 


Trouver la courbe dans laquelle la normale est moyenne 
proportionnelle entre une ligne donnee et celle qu'on 
obtient en ajoutant l’abscisse à la sous-normale. 


Leibnitz proposa ce problème en 1694 dans les Acta 
eruditorum, et trouva la parabole qui le résout. 


581. (xdy'— y'dx)(97'*— x!) — 0. 
Solution singulière. ... 97 +zx—o; 


crc. 


Solution générale..... 27 


582. (A) y'+x'—a—o. 


PET 
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L'équation proposée pouvant s’écrire 
(x + rr'P + (a? — En EN PE 0, 
on trouve pour l'intégrale générale 


x? + Lx. 


= (y + C}, 


d’où résulte que l'intégrale (À ) est une solution singuliére. 
REMARQUE. — Pour reconnaître si une solution y = « 
d'une équation différentielle de premier ordre est une solu- 
tion singulière, on peut se dispenser de recourir à l'inté- 
grale générale en s'appuyant sur le théorème suivant : 


La condition nécessaire et suffisante pour que la solu- 
tion y—=0 de l'équation y'—=@{x,y) soit une solution 
y” 
0y 

(Zasaczxowski, Archiv de Grunert, 1874). 
Posant en effet y = « + u, on applique le théorème à la 


singulière est que devienne infini pour ÿ = o. 


transformée en u. 
Dans le cas actuel on fait 


Pas Var — L+ U, Va? — V=@, 


et il en résulte 


on 
æUu+—2au +uxr 
2 


A 


u = — ? 


œ 


d’où l’on déduit que y = « est une solution singulière. 


583. La remarque du numéro précédent fait voir que la 
première solution est une intégrale particulière et l'autre 
une solution singulière. 


584. y'—{4ax?, (Remarque du n° 582.) 
La substitution 3? = 22 conduit à l’intégrale générale 


Cyr? — C2x? — Dee 4 
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585. y?—4x—0o. (Remarque du n° 582.) 
La substitution y = 3x conduit à l'intégrale générale 
Cr= Cat x: 

586. y? — 4x = 0 ne fournit pas une solution. La sub- 
stitution y°—4x—=y— 22 conduit à l'intégrale géné- 
rale 

k L 
(eo fre PERTE 
L. l 
+ blogl(r+aP+4P+y+ oi = C; 
où l’on a fait 3°— 4x — 0. 


587. Les solutions particulières se trouvent parmi celles 
qui satisfont à l’équation 


xy (Yr—#)=0! 


L'application dela remarque du n° 582 montre que x = o 
et 7 = 0 sont des solutions singulières, et que la solution 
y = x est particulière. 

La substitution 27 — z°x conduit à l’intégrale générale 


(,* = +) (y + 1) 0 THE 


$ XVII. — Équations différentielles simultanées. 


19 


588. En éliminant y, il vient 


SRE dx 
— —— Te t — 3c!; 
De QE UE LEE SL — 3 et; 


et par suite, 


31 5 I 
= ti ni LERNT 01 —1t —2t 
TE 196 14° Bar + Ge + Ge , 


9 dre DRE ns 5 Cie". 


LE108 Lin Ne 
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589, x — ï Eli _ et + (C.t + Cerf, 
Del T_ pu hr 
NE Se tag 247 (Gt Gr Ce 


590. On trouve, en éliminant y et z, 
— — (ab + a"c+ b"c) . + (a b"c+ a”bc'\x —0, 
dont l'intégrale est 
De Cie Get eCiett, 
æ, 6, y étant les racines de l'équation 
u$— (ab + a"c+ b"c'}u + a Le + a” bc'— 0. 


Connaissant x, on trouve facilement y et z exprimées en 
fonction des mêmes constantes arbitraires. 


ni 
891. z— + Cicos(zt + x) + C:cos(At +6), 
ba! — ab! 
cb" — bc! k'+D 
M Di C,cos(At+ &) 


k + bd 


Ci cos(At + 6). 


k° et k* sont les racines de l'équation 
u— (a + b\u + ba! — ab'— 0, 
et C1, C+, à, 6 désignent des constantes arbitraires. 
892. x — cos2t — 2 sin2é + cosé + C, cos (rÿ2 + a ) 
+ C; cos (43 2 A 


La valeur de y se déduit facilement de celle de x. 


593. On obtient une équation qui ne renferme plus de 
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termes indépendants des dérivées, en éliminant m» entre les 
deux équations du système. On troüve ainsi 


; d° 0 e dr da 0 do? Fa dr 
—— 2 — — — rsin sin 0 — 
CT bé dt dt Ace Pa 


==t0, © 


Or le premier membre de cette équation est la dérivée se- 
conde de 7 sinÿ par rapport à t; donc 
(3) rsin0 = at + b, 
a et b désignant des constantes arbitraires. D’un autre côté, 
si l'on multiplie l'équation (1) par sin9, l'équation (2) 
par cos? et qu’on retranche le: premier résultat du second, 


il vient 
: dr 9 d9? 1e d0 ne r dÙ 
COS 9 2 r cos 0 LE Int Lo IN D EEE 
de de de A LEE TO 


équation qui se ramène à 


&(r cos) 
dé 


= M; 
par suite, 


£? 
(4) r C050 = — + Cr + C’, 


Les relations (3) et (4) donnent la solution du problème. 


594. Multiplions la première équation par x, la deuxième 
par +, la dernière par z, et posons 


il vient 


4 20%) 
hd. ; +, 
PE) C. -VARanEE 
b 
2(a—b) 
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a, 6, y étant trois constantes arbitraires. On déduit de là 


: 1 
: __dp 2(b—c) 2(c—a) o(a—b) ) gr 
m=t-[(tes jee inf 


Cette équation ne peut s'intégrer généralement qu’au 
moyen des fonctions elliptiques. & étant exprimé en fonction 
de t, on aura aussi y et z en fonction de la même variable. 

Les équations proposées se rencontrent dans le problème 
du mouvement d’un corps solide qui tourne autour d'un 
point fixe, et qui n'est sollicité par aucune force. 


595. Les équations données reviennent aux suivantes : 


EE RAR EN EN R FIRE AR z 
(u) dé drr dé drr. dt. .drr 


On en tire 

zdy —ydx=Cdt, ydz— z2dy — Cdt, zdx — xd: = Cdt. 
Si l’on ajoute membre à meml se les carrés de ces équations, 
le résultat peut s’écrire 

(2) (x?+ y? + 2?) (dx? + dy? + dz?) — (x dx + y dy + 2 dz) — Ad, 


A? représentant la somme C° + Ci + Ci. 

D'ailleurs, en multipliant Les équations (1) respective- 
ment par 2dx, 2 dy, 24dz et ajoutant, il vient, 2B dési- 
gnant une constante arbitraire, 


dx? + dy? + dx — 2{(R + B) dé, 
ce qui permet de mettre l'équation (2) sous la for me 
(3) (xdx + ydy +zdz)} —[2r'(R + B) — A’]df — r'art. 
On tire de là 


A © 
2 


(4) dt ={27r{(R + B) — A!] 


r dr, 
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, 4 


et, en différentiant, 
dr dR A 
di dr re 


Ce résultat permet de déduire de la première des équa- 
tions une relation qui ne renferme plus R; on trouve ainsi 


dx x dr A? x 
nee — ——=0, 


de  _r dé rr 


af ,dfæ\]., Az | 
|" &\r Ti: 


Changeons de variable indépendante et posons 


ou bien 


r? A 
(4) aa 


la relation précédente devient 


(x 
d \ = 
En va 
= 0 
do? 7e è 
ct par suite 
de 81 COS + 2, sinv. 


On aurait de même 


= 2 COSY + 2,siny, 


NIN 


— g3 COS? + 2, sin. 


On tire d’ailleurs des équations (4) et (5) 


| 


Er, 


+ «= ftrR + 2 ASIE 


p + 6 = fariar( + B) — A] ‘ar. 
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Les constantes arbitraires À, B, «&, 6, g:1, A1, ... ne sont 
pas toutes indépendantes. En effet, en élevant au carré les 
valeurs de x, y, z et ajoutant les résultats, on trouve 


1 cos'g(gi + 85 + 83) + sine(hi+ k; + 4;) 
+ 2 siny COSo(2, 2 + gah3 + gshs). 
Cette relation ayant lieu pour toutes les valeurs de ®, on en 
conclut 
giteitss— 1) 
Ri+h;+hki=:1, 


Li + Lol + Sshs — 0; 


de plus, 6 modifiant seulement les constantes g, /,..., 


on peut le supposer nul, et il reste en définitive six con- 
stantes distinctes. 


Observons aussi que les intégrales qui déterminent t et ? 
ne sont pas indépendantes. Si l’on pose, en effet, 


l . 
s— { Tion(R+B)— a, 
A 


On à 


SA L z désignant une constante, le calcul précédent 
donne la loi du mouvement d'un point matériel attiré par 
une force centrale qui varie en raison inverse du carré de 
la distance. 

Ce calcul, dû à Binet, a été appliqué par lui au cas 
d'un nombre quelconque d'équations. 


(Journal de Liouville, t. IL.) 


368 CALCUL INTÉGRAL. 


1 


S XVIII. — Equations linéaires aux dérivées particles 
du premier ordre. 


596. II faut intégrer les deux équations simultanées 


ATX WIN TE 
en pidodiell 
On trouve 
C k 3 de 4 
D M A er 


d'où, en désignant par 9 une fonction arbitraire, 


x? 
2—= 5 + y(xr). 


37 


597. Les équations à intégrer sont 


la première donne 
rEe=)0, 


et par suite 
& :$ 


z — C'ei— et Typ(x + y} 


598. On a 


d'où 
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dr. dy : zd2. 


600. —: ; 
zx v ZY 
F—0# 73 — Gr 0", 
MA 
2 — se . 
= AY + y (2) 
dx d [z 
601. Es TT — A — ; 
xY J a xz 
a G ar 
D CM = CeN TE eL ot rr), 
d. d dz 
DT EE SES ns : 
I a er" cospy 


on tire de là 
J + ax = C, 


m cosp(C — ax) — apsinp (C — ax) 
m° 2° n° 


Ce 


l'Ain À mp 


m COSpY — ap Sin 
us 


el par suite 


m COSpY — apsSinpy 


Fi js 
nm? —|- Fo 9 54 


+ o(Y +ax) 


LENOIR A3 du 


603, — = = — — — — ; 
I b C XYZ 
d'où 
a Le 1 
ES AE De + o(y — bx, z— cx). 
60/4. see == É9 = x 
DT Æ À He Z 


La première des équations peut s’écrire 
x dy — y dx + x dx + y dy = 0, 


qui s'intègre immédiatement au moyen des coordonnées 


FRENET, — ficcuerk, 24 


eh 
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polaires, et donne 7 


g 
arc tang et log (x? + y?) = C. 
D #4 
On a aussi 
dz __xdx + ydy 


LISE 
Z x? - Lie 
d’où 


2 == CP) 3 


of 


et par suite 


23 
2 


As EE +3") efareungL+ log (a+ y |. 


d sin y d 
605. cosx dr — RER ee. 
a 2 COS Y 


3 —\(smy) pr -asnmr) 


dx de dz 
606. —= 


ÿy—03 as—2x br ay 


multiplions les deux termes du premier rapport par &, ceux 
du second par b; chacun de ces rapports sera égal à 


a dx + b dy + dz 
O 


2 
ce qui exige qu'on ait 

ax + by +z—=cC. 
On trouve semblablement 


LH 3 — C’; 
d’où 
Z'+y + z'= (ax + by +2). 


Di-te © 
nn art Cr 
Le CAE CAR 
A ar PU : in 

D , 

<<», ? w 21 


m3 re * 4 


|SOLUTIONS. 


dy te y da. 


"1 


= asin| #7 +? É 


D G09: 


Soit fait 


d’où 


À £ 1 
6 NS Lo 46 AL LR et 9 Veste 
| Dm ge NE M À 
_ [l'en résulte 
| eu+r ueu* ; 
en — — —— + o(v—u) 


2 RTE 
et par suite 
v! ù 
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ds «du 
UHR+HY r+Y+2z 


dx dy 


EDEN, PR QUE AAA 
Y. +3 + u ZzZ+U+ TX 


À joutons terme à terme ces rapports égaux, il vient 


d(z+y+£8+u) dx dv 
3(t+y+z2+u) j+z+u 30° 


cn posant 
Li Te CH Ve 


D'ailleurs, on a aussi 


CYBER TE 
2—Y VHS PRET U ET 
d’où résulte 
v(r—2}=c 


On trouve encore, à cause de la symétrie, 
pis up CS riu == Rec 
l'équation intégrale est donc 
(rs), oz), vu —z}]=o. 
S NUE Équations non linéaires aux dérivées partielles 


du premier ordre à deux variables indépendantes. 


On sait que pour intégrer l'équation 


(1) JADE 0 
où 

RU. AU 

PES AT 97" 


on pose le système des équations simultanées 


(s) EMI dz — dp — dq 
le) TT — Ti re = Ca 2e an oo ni) 
Jp 1q Pfp + 4Jq fx + P/3 hf +4}: 


il de 
« 
D. 


[#2 
DS | 
CV 
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dont on détermine une intégrale 
(2) fx; P; 4:G)== 0) 


contenant au moins l’une des quantités p, q et une con- 
stante arbitraire C. Cela fait, les équations (1) et (2) four- 
nissent pour p et g des valeurs qu’on porte dans l’équation 


dz = pdx + q dy, 
et, en intégrant cette dernière, on a l'intégrale complète 
(3) PIE Ta PCs OE) = 0, 


renfermant les deux constantes arbitraires C et C.. 
L'intégrale générale est donnée ensuite par le système 


Me CRU RRT TER 
(4) ? — 0, ONCE 


dans lequel on suppose que €, est une fonction arbitraire 
de C. Ce système se remplace par une équation unique 
quand on peut éliminer C entre fes équations (4). 

Si enfin, considérant C et C; comme des quantités indé- 
pendantes, on les élimine entre les équations 


en dé 


OCT noie 


O0, 
on obtient /a solution singulière de (1). 
Il suffira donc, dans chaque exercice, de déterminer une 
LA a ] 7 . » 
intégrale complète de l’équation proposée. 


612. Les équations (S) p. 372 deviennent ici 


dx dy HAN" 0 APR AA 


(1) a = 


MC do MOMENT z. } 1h zen nq 27" 
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De la solution p"= Cz” résulte,g"= (1 — C)z", et par 
suite, 
Fret 
mm 1 1 


x + (1 — C7 + Ge 


(2) 


\ 


a ( 
Une autre solution du système (1), g = Cp, conduit à 
l'équation 


m3. #2 T+HCY 
SERRE 


(1 he Cr)" 


qui se ramène facilement à la précédente. 
Si m=— n, l'équation (2) devient 
1 >. 
logz= C"x + (1 — C)"7 + Ci. 


613. Du système des équations simultanées (S) (p. 372), 
on tire ici 
y dx — xdy  pdq — qdp 
DT on 
ce qui conduit à 
p= Ca)", 


et donne l'intégrale complète 


2 VCx + 2Vr C.. 


1682 
0gz PR 


On aurait pu se servir de l’équation 


dz dp 


2 of SH 2? 
22? 2pPz—p 


au moyen de laquelle on trouve successivement 


L 


tre q =2[(logCz} — 4x] FE 


ak 1% 
[(logCz} — 4x = 27° + C4. 


cd 
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Observons enfin que l'équation proposée peut s’écrire 


03 ve 03 ARE : 
4 É Y RO) 209 
ce qui conduit à faire z—e"! et donne l'équation 


03; 02? 
ÿ == =1;, 


Lo: ‘.dyà 


d’où la fonction a disparu explicitement. On simplifie 
davantage encore en posant 


Li De Vrdx,, AY Vr dy 
et l'équation à laquelle on a-rive a pour intégrale com- 
plète (n° 612) 
A1 Cr, + Vi — Cy, + C;, 
d’où résulte 
log z — 2 CVx + 2 V1 — C5 + “OP: 
614. Pour former le système des équations simultanées, 


il y a avantage à metre la proposée sous la forme 


VAL TPai—- O, 
ce qui donne 


dx dy din dpe_n—dq 


SO Re a pile "de 
On tire de là p = Cx, et par suite 


(En Cy° 


em ie (e 
2 Foh+a 


Observons qu’on aurait pu ramener l'équation proposée à 
la forme plus simple, facilement intégrable, 
p—gq— apq=0, 


en y remplaçant x par. ÿ/2x et y par V27. 
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On ramènerait aussi l'équation 
PI" — gai — apqi= 0 
à la même forme en changeant convenablement les va- 
riables. | 
615. Du système des équations simultanées on tire 
Pdg — q4p a Ydr = x4ye 
GPA EN le ET ADR 
il en résulte l’intégrale complète 


_C+1 
DC ü La A 


616. On trouve pour l'intégrale complète 


LE te 
JEAN de = 5 (2 + 07) + 0 


On aurait pu, ce qui est souvent utile, faire disparaître la 
- s. ’ . , > 

fonction avant d'intégrer. Si l’on pose, en effet, © — (2), 

ç étant une fonction à déterminer, il en résulte 


do ; do 
A (z)p, rame ne A 
D loue) 17e 
; En ñ a, 2 
TE 


et l’on voit qu'en faisant 
1 

(= Jar 

on est ramené à l’équation plus simple 
PT — 4 
dont l'intégrale complète est 
AE 
A) = [ray dz = Cx + C"y + Ce 


617. Soit, pour abréger, 
f(x) =X, f(r)=Y, Afz)=2; 
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on fera disparaitre la fonction de l'équation donnée en 


posant (n° 616) 
1 
© = fr dz, 
et la transformée pourra s’écrire 


( dw 40 dé do 
QT TT Ydy 
X Or Y 


Il est clair qu'en faisant ici 
u ES ST LEO EEE 


on est ramené à une équation de Ja forme p*= q, consi- 
dérée dans le numéro précédent et d’où résulte pour l'in- 
tégrale complète de la proposée, 


1 1 1 
fasezc frere fre +c, 


L'équation donnée a été intégrée par Lagrange (Mém. de 
Berlin, 1572) en suivant une marche qui paraîl moins 
naturelle que celle qu’on vient d'indiquer. 


618. Comme on peut faire disparaître z de l'équation en 
posant z — €", il suffit de considérer celle-ci : 


(1) P+g+aæp+yg—{(x+r}=o. 
Du système d'équations simultanées qui en dérive, on 
ure 
PSS DA GRR Ep A Heu À 
(o(p+g)+z+y p+q—z+yr) 
du". dipl 
A RE re PE 


d'où résultent les intégrales 


2(p+q)=— (x+yr)EvVo(r+r)}+c, 


2(p—g)=—(x—r) EV(x—r}+c 
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où l’on a C’= — C, en vertu de l'équation (1). 
On en conclut, pour l’intégrale complète de la proposée, 


Au A los z— a »+f Voix +7) + Cd(x+ 7) 
+ [Nr Cdix— 7) +0. 


619. Du système des équations simultanées, on tire 


| pr = C; 
par suite, 
di —= ee SALES 7 
He IS 


Cette équation s'intègre en posant 


Cr à: 
CPE 
et donne 


y7z= CC y + Cr — G. 
Il y a la solution singulière (p. 373) 


Zÿ — x = O0. 


620. Le système des équations simultanées donne l’in- 


tégrale 
g — CP, 


au moyen de laquelle on tire de la proposée 
po MO EE LE Ce 10 
Posant 
z+Cyr=u, EVza(xz+ Cr) — {ac —v, 


l'équation dz — p dx + q dy se met sous la forme 


d ë | 
(udu + ac) (e—{2) QU, 


Z 


ni 


PES 0 
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ce qui donne l'intégrale complète 
Ciz(x + Cyr + CG) + aC — 0. 
Il y a la solution singulière xyz — a = 0. 
621. Le système des équations simultanées donne l'inté- 


grale g — Cp, d’où résulte, en faisant x +Cy =, 


g(1,C)=, 
Pie PO —2—Æ 0; 
par suite, 
p Az — Vo? + 29: — w du, 


équation qui s'intègre en posant 
Vu? + 29, — oO + u, 
et donne l'intégrale complète 
(1) 20— 32{x + Cyr) +(x + Cr} = CG, 


où l’on représente par t{ l'expression 


w|— 


(x + Cr} + zp(1,0) T7. 


< 
La recherche de l’intégrale singulière conduit à la solution 
z — o qui rentre dans (1). 


622. p — Cq étant une intégrale du système des équa- 
tions simultanées, on en déduit 


1 1.3 
INaU-2 AC VEC NE (sac oc). 
et, par suite, pour l'intégrale complète, 


5. 
2 


Eee aC+Vbc) sn Face ACE— V5C) = 3/2b 


(r + Cr + Ci}: 


On trouve une autre forme de cette intégrale en partant 
de l’équation . 
2 q°dx — dq(q"+ 2a), 
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qui donne 3 

(1) g’— 2q(x+C)—2a—o, 
et conduit à celle-ci, 


2q?z— b 


di Fréen 
g(g"+2a) 


dx + qdy, 


en y regardant g comme une fonction de x représentée 
par l'équation (1 
Il en résulte l'intégrale complète 


b . 
2q— G + (r + C)9, 
c’est-à-dire 
cr EC US EL 2 4 


Li 
+ (r+G)[(z+C) EViz+C}+2a/. 


Si l’on fait a = 2, b—0o dans la proposée et qu’on y 
remplace ensuite Z par 22 —2a,; on retrouve une équa- 
tion traitée par M. Imschenetzki (Sur l'intégration des 

* équalions aux dérivées partielles du premier ordre. Tra- 


duction Houël, p. 37). 


$ XX. — Calcul des variations. 


Formules générales : 


V=F(x,7,p; qe), dV—=Médr + Ndy + Pdp + Qdg +... 


F2 2 
0) f Vdr = AA, + f Bo dr, 
t Te 


€ Lo 


À. représente ce que devient la fonction A quand on y 
remplace les lettres qui y cntrent par les valeurs qu'elles 
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prennent à la limite x —x,; A, a une signification ana- 


logue. D'ailleurs, 


A = v—p( 0 


dx dr? : 
dR& \ : 
TA RATER (ii OA LS 
dQ dR 
EE ( ÉRPRATE dr t | 
dR 


1B de A 1 
A qu hat de 


«dx dx? das 


,— À:,—=0, équation aux limites; 
(2) B —o, équation indéfinie. 
DV ETERIETMAIL Lo, Li Vos Pis Dos Pi: (VAleUrS don) 


P;-.., relatives aux limites, on ajouterait au premier 
membre de l’équation (1) la quantité 


T, l Er] 
8e, [| Lan an | Sara 
Lo dr x dY 


#4 4V MEUTV 
+de | de 4 + dr | rar Te 
a dy 


dx, z, i 


Lorsque la fonction V ne contient pas de dérivée d’ordre 
supérieur au second et qu’on suppose en outre M=—o, 
l'équation (2) se remplace par celle-ci : 
V=Pp +1? + G; 
et si l’on a à la fois 
M DU N--0, 


elle se remplace par la suivante : 


V=—=Qg + Cp + Ce 
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Lorsque V renferme plusieurs fonctions de x, chacune 
d'elles donne lieu à une équation de la forme (2), à moins 
toutefois qu’elles ne satisfassent à une ou plusieurs équa- 
tions données. 


623. En égalant à zéro la variation de l'intégrale pro- 
posée, on trouve 


3 
x+ua(x + y} — 0. 
Si l’on fait tourner autour de l’axe des x la courbe repré- 
sentée par cette équation, la surface qui en résulte ren- 
ferme un volume qui, parmi tous ceux de même masse, 
exerce l’attraction maximum sur un point de l’axe. L’at- 


traction est supposée proportionnelle aux masses et en 
raison inverse du carré de la distance. 


624. L'élément de la surface en question est 


I 
4 pds, 


p désignant le rayon de courbure; on a donc 


Comme zx et 34 n'entrent pas explicitement sous’ le signe, 
on trouve, d’après les formules générales, 
ë: Es 2\? 'h 2? \? 
GE PERS ERA An LPS 
q q 
ou bien 
(LAN ER 
q 


— Cp + C'; 


ce qui peut s’écrire encore 


TANÇGPITÉ C’ AC dy +iG'dr 
en ne a 


0 


| 


(1 + pi) 
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Par un changement d’axes convenable on obtiendra 


dy 
p — — 24 —) 


ds 
ou bien 


dont l'intégrale est 


x— bd — 
On déduit de cette dernière 


EN 


a À 
er; , 
D EN 


équation diflérentielle d’une cycloïde. 
Les quatre constantes qu’introduit l'intégration complète 


sont déterminées par les conditions de la question. Dans le 
cas où l’on donne les points extrèmes À et B, sans donner 
les tangentes en ces points, l’équation aux limites se réduit à 


Q, dpi — Qo9Po = 0 cu O0: 00; 


par suite, 
TM—Ds; —D; 


les points À et B sont donc les points de rebroussement de 
la cycloïde. 


625. Cette question est celle du numéro précédent géné- 
ralisée; elle se traite de la même manière. On trouve en 
effet, pour l'équation différentielle, 
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ou L 
3n+1 
(pue 
A TS Cp+C, 
ce qui peut encore s'écrire 
! 
p® — Cp+C. 
ii 
(1 pt}? 


En changeant convenablement les axes, cette équation de- 
vient 
Kp K 


A —. = 
PE 


+ Re + 
(1 + p°) (+) 


Prenant maintenant l’axe des x pour l’axe des y et récipro- 

P oi h 
quement, et désignant toujours par la lettre p le coefhcient 
angulaire de la tangente, on a 


K 
(1) P= ——. 


I 
(Ep 
Substituons à p sa valeur 


4 
(+ p') dy 
P&P 
et intégrons, il vient 
! n 
bd 
de Ba VLTT  OMRUREs ce) se ‘ 


F8 y | 


On peut démontrer que dans les courbes définies par cette 
équation différentielle le rayon de courbure est propor- 
tionnel à une puissance de l’ordonnée. On tire en ef'et de 
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l'équation {r) 
ME l 
Ro OR — K(1+ p!) dp=-k 


ct par suite 
Fe, = y Er 2 Le 


ou simplement 
at —— kY, 


en changeant convenablement les axes. 


(O. Boxer, Journal de Liouville, t. IX.) 


626. Soient r et 8 les coordonnées polaires d'un point 
quelconque de la courbe, ds l'élément de l’are, r, et r, les 
valeurs de 7 qui correspondent aux constantes æo et 13 Si 
l’on fait seulement varier 9, ce qui est permis, la condition 
du maximum où du minimum donne l’équation 


d r+2 ds —— 0, 
ds 


dr 


0 — ne 7 nu en mme) 


1 


di os 


Cette équation intégrée (n° 411) prend la forme 


et par suite 


rt cos(r +1)(0—0)—C—=7r:+! (n° 249 ). 


Les courbes que cette équation renferme jouissent de Ja 
propriété de représenter, dans un grand nombre de cas, les 
intégrales eulériennes de seconde espèce (Serrer, Journal 
de Liouville, t. . On les obtient aussi en cherchant la 
de L [le, t. VII). On les obtient herchant 1 
figure d'équilibre d’un fil flexible, homogène, dont la 
teusion varie d’un point à l’autre proportionnellement à 
n?u e . PARC 
‘épaisseur, et dont tous les points sont sollicités par une 

FRENET. — Recucerl, 25 
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force centrale ex: raistn inverse de Îa distance. (Q. Bonxner, 
Journal de Liouviiisz. t. IX.\ 


627. : [° (x — ri)rds 
VA 


T, 
= Lalx — x)" (dx — dx) + (x — x)" d ds]. 


Lo 


On a d’ailleurs 
ds? — dr? + dy + dz, 


et par suite 


dx dy dz 
as ds Les : dec ves 


Après avoir substitué cette valeur dans la première équa- 
tion et intégré par parties pour faire sortir du signe 1 les 


diflérentielles des variations, on arrive aux équations sui- 


vantes : 
d y 
hu) df(e—npel=o, aff |—0, 
{ : n LE n—1 Îs — 
ré CAS ere — n(x— %) $ == 10 


T, 
Aa ôn [| n(x — x} ds — 0, 
L< 


À représentant l’expression 


dx dy dz 
re n nl À as d ET Z . 
Cr to) (£ Han ds Fa ds ÿ ) 


Les deux premières suilisent pour déterminer la courbe. 


On en tire 
Zz—= ay + bd; 


donc la courbe est plane. Si on la suppose située dans le 
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plan des x, y, il faut intégrer l'équation 


DIE 


Dire Ve 


(x — x) 


Cette équation revient à la suivante : 


ae 

“n 2n 2 

g=a| (© 2) | 9 
a 


ou plus simplement 


(2) Ole EnR 


dont il est facile de trouver les cas d’intégrabilité. 


. I . 
ne no la courbe est une cycloïde et le calcul qui 


précède est celui de la brachistochrone. 

Cherchons ce que devient l’équation aux limites quand 
les deux points P, et P, répondant à x, et x, ne sont pas 
fixes, mais assujettis à rester sur deux courbes données C, 
et C;. Les variations des points extrèmes étant indépen- 
dantes l’une de l’autre, on a d’abord 


c’est-à-dire que la tangente à la courbe au point P est per- 
pendiculaire à la tangente au même point de la courbe C:. 
On a aussi 


dx (4 d 
(x — #7 (T dx + A ie s<) 
Z 3 


(3) zx, 
à. :. [ n(x — x) ds — 0, 
Æ 


0 


D'ailleurs, pour tous les points de la courbe, 


8 A Lx 
me a (er — x)" a. | — n(x— x)" !'dx —0, 
1 ds 
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d’où l’on tire , 


Dans les multiplicateurs de d9% et dz, on peut remplacer 
l'indice x, par l'indice x;, car on a, pour tous les points de 
la courbe, 


dx , y dz 
À T9 | GONSE , (Li To — == CONS. 
ds ds 


L'équation (4) ainsi modifiée prouve que la tangente à 
la courbe cherchée au point P, est perpendiculaire à la 
tangente au point P, considérée comme appartenant à la 
courbe C,. 

L'intégration des équations (1) introduira quatre con- 
stantes, et il y aura en outre à déterminer les six coordon- 
nées des points P, et P,. Il est facile de voir, d’après la 
méthode générale, qu'on obtiendra en tout dix équations 
pour calculer ces valeurs. 

Les courbes renfermées dans l’équation (2) s’obtiennent 
en faisant rouler sur l’axe des y les courbes dont l’équation 


est 
rCOs ne (ne 626 |. 


628. Si l’on suppose la génératrice du cylindre parallèle 
à l'axe des z, la surface a pour équation 


(1) pla J)= 0. 


2 
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La condition du minimum nous donne, en supposant les 
limites constantes, 


ALES die dy dz 
2 1 — à. 1 — d— dz) —o. 
(2) J C dx + à ee dY + Fe Ô ) O 


ds 


D'ailleurs la relation 


l d 
+ x + Ye, 


dx 


déduite de (1), permet de réduire à deux les variations sous 
le signe. Il en résulte alors les deux équations suivantes : 


(3) d——=0o, 


Fa d 8 = ap Fa = 
AFS CERTES 


(4) 


Os 


dont la dernière est une conséquence des relations (1) et (3). 
L'équation (3) apprend que pour toutes les surfaces cy- 
lindriques la tangente à la ligne minimum fait un angle 
constant avec la génératrice. Ce résultat était facile à pré- 
voir. 
Si le cylindre est droit, la courbe a pour équations 


LICE PT 
F HD es 084 Aer 5 
PME 


c’est une hélice. 


629. IL s’agit de rendre maximum l'intégrale 


T, 
1 (y*dx — ay ds). 
é 


On trouve. en faisant varier seulement l’abscisse 
1 ? 


dx 
L ty eh 
64 ds . ; 
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et par suite 


Cette équation n’est pas intégrable en général, mais on peut 
toujours obtenir s en fonction de y. On a en eflet 


ce qui s'intègre sous forme finie. 
Si b— 0, la courbe est un cercle. 


630. La théorie des maxima et minima relatifs donne 


l'équation 


d ll Cor + 2ay)dx + 2bds]—o. 


A A 


Si l’on fait seulement varier l’abscisse, il en résulte l’é- 
quation différentielle 


dr 
+2ay +2b— —0C, 
ds 
ou 
dx 
(range Ur 


ou bien encore 


SN ae 
J PTT ER US 


et par suite 
HAE) 
(REG 27} | 


C'est l'équation de la courbe élastique (n° 571). C’est 
aussi celle de la courbe que décrit le foyer d’une ellipse 
ou d’une hyperbole dont le grand axe est 2b, et qui roule 
sans glisser sur l'axe des x (n° 686). 


dx = 


(MES 
LZ 
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631. La question revient à trouver la fonction de x qui 
rend minimum le produit 


Ti se Et 
(1) 1 (1 + p°')°dx a y dx. 
x x 


0 0 


Or, si l’on cherche en général à déterminer une fonction y 
telle que le produit UV soit maximum ou minimum, U et V 
désignant deux intégrales définies quelconques prises entre 
les mêmes limites, on est conduit à la relation 


UV + VOU — 0. 


Les multiplicateurs des variations sont ici des constantes 
qu'on pourra calculer dès que la fonction sera connue. 

Dans le problème proposé, l'équation à laquelle il faut 
satisfaire est la suivante : 


D T; LA 
(2) aa [ rar +83 | (1 + p')° dx = 0, 
T T 


"0 e 


À et B représentant les valeurs constantes que prennent 
respectivement les deux facteurs du produit (1) pour la va- 
leur cherchée de y. 

L’équation (2) peut s’écrire 


sf ge + (1 +pÿ| dr20: 


il en résulte l’équation différentielle 


Ha ne) à 
(1 + pt} 
et par suite 
(æ — a} +(y—6} = 0. 


Il est manifeste que l’arc de cercle qui répond à la question 
doit tourner sa convexité vers l’axe des x. 
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Les constantes A et B, dont le rapport est Le rayon même 
du cercle, se déterminent au moyen des intégrales dont elles 
expriment les valeurs. 


632. y variant seul, on a 
Ti Ti 
: | sae=n | SRHÉLE DE 
To Co 
Afin de faire apparaître sous le signe la différentielle de ôs, 


[star = à À 


Le 


on pose 


il en résulte 


fear ds —= Hoôs — | Hdôds, 


et en ayant égard aux limites, qui sont supposées constantes, 


La LT; T; d 
1 Sidroi = [ Hdôs =) da (n 7 . 
CA + Lo ds 


0 


L'équation de la courbe est donc 


dy ES 
HS NET 
d’où 
dy dy 
Hd + dH PES O; 
et par suite 
‘a 1° 
(1) re + a RL 0, 
ds ds? 


L LL d r L LJ 
Soit fait _. — u, l'équation (1) devient 
s 


a du “æ 
Tres het 
u?(1 — x) 
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et enfin 


na ds 
AY = ——. 


[ re a + (57 + ch 


w|— 


Pour #7 ==1, on trouve la chainette. 


633. Le dénominateur de l'expression proposée ne de- 
vant pas changer avec la nature de la courbe, il suflit de 


x, 
sf Lo ds 0% 
ù 1 


° 


poser 


Cette équation devient, en ne faisant pas varier x, 


. 
J (xe'ds ds + xodds)— 0. 
T 


Afin de faire apparaître partout sous le signe la différen- 


fra — {; 
fra ds — Hds — fuas,, 
JU 


et en ayant égard aux limites, qui sont constantes, 


T, Ty 
[ x vds ds = — | H dds. 
L To */ T, 


On trouve alors pour l'équation de la courbe 


tielle de ds, on pose 


d’où 


d’où l’on tire 
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et par suite (n° 632) : 

Ps pommier Le. . 

ja [F(s) + CF} 


pis) = fra. 


Si o—1, on trouve la chainette. 


“| 


en posant 


Le cas général est celui où l’on cherche, parmi toutes les 
courbes de longueur donnée, celle dont le centre de gravité 
est le plus bas, en supposant que la densité soit en chaque 
point fonction de l’arc qui y aboutit. 


634. Posons, pour abréger, 


TRES / dy ; 


f 
SERRES ——— L] — CS 
dx Æ dx GA x 


on aura, p désignant le degré d’homogénéité, 


, du , Ou 
PRES Ne 5 SAS 
Î 2 
par conséquent 
[ du MO 
[ == ! pb. D pa > ss: 
Hoie 71° 7; He FRS 
(1) 
SAONE LR 
dt TER 


D'un autre côté, puisque l'intégrale JL u dx est un maximum 


où un minimum, sa variation est nulle. En observant que 
les fonctions 71, Y:,..., YA ne sont liées par aucune rela- 
tion, il en résulte 


Ju du du Ou 


= — dx, d— = — dr,.... 


TA 071 07; 02 
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Par suite, l'équation (1) devient 


du Ou 
di, dr — dy +... 
pdu “ So Va 
du du 
« + dy, <= dy, + ...—= du; 
dr Y'A Ôr, Ve - au 


et, comme p est supposé différent de 1, on en conclut 
TER 


Dans le cas de l’équation (r), on trouve pour les valeurs 
de y, et de y, satisfaisant à la condition donnée, 


Le 
2 


} 
= (ax + b) . n= = log(az + b) + Cr + Ci. 
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CS — 


TROISIÈME PARTIE. 


QUESTIONS DIVERSES. 


QUESTIONS. 


635. Vérifier la relation 


tm\ 
xp — (ie) (eh) +... +(—i) (ea (x — nh} +... 
I n 
+(—i)"(x — mh?—=6, 


où l’on a m > p, m et p représentant des nombres entiers. 


636. Vérifier la relation 


m \ 
(that rm ( | a(z+ bi" +... 
I 


(1) #3 (jeta nos niet... 
fn # 
+ a(a — nb}"1, 
où l’on suppose 7n entier positif. 
(AseLz.) 


637. Soit f(z) une fonction de la variable imaginaire 
z2—= x +17; si l’on pose 


(1) As REEr0 À, 


P et Q étant des fonctions réelles en x et y, on a généra- 
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lement 
22 P EL dr Q 
(a) dx dxn—-k er dxk—1 dynr—k+i : 
on Q o2P : 
dxk oyn—k FLEX dxk—1 dy—k+1 ? 
an P és dr P 
3 0x" dyar—k 11316 dxk—2 dyr—k+2 ? 
( ) on Q … do Q 
Ouh oyn-k Oxk-29yr kr" 


638. Si, dans le développement symbolique, 


TU TH Y+Yy2+2) 
k=n 


sen eee 0 - 0) Si 4 "4 
ÉES GT et T, Fe Z , 
mel Zi Fret "purr PACE 
qui a lieu pour une fonction f(x,y,z)=u, entière et 
\ La # 0 Ô d 
homogènedudegrén,on représente( x Fe AR ou + 


Ôy 
par À, et si l’on pose en outre 


0 0 0 


on a les relations 


d.Alu 3 du 
p) Liane 
M et 7} 
(2) 1.2 DURANT RIRE AR ; 
; À Afu du 
— pe 
‘2 LE à dau 


dans lesquelles « désigne l’une quelconque des quantités 
TX, y, z, et «4 l’une quelconque des quantités æ1, 71, 21. 


639. Logxr ne peut être égal à une fonction rationnelle 
de x: (Liouvizze.) 
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6:0. Déterminer o(x) par la condition 


, 
J plax)da—nœ(x) LM A 
0 


641. Démontrer que la fonction o(x) est identiquement 
nulle si l'on a, pour toute valeur de », 


b 
ÿ£ z'o(x)dx = 4 
a 


642. Calculer au moyen de la formule Wallis, pour » 
croissant indéfiniment, la limite des expressions 


T T 


Fer es 
ñ al cos“0d0, n° 1 cos F0 ae, 
0 [e) 


643. Étant donnée la fonction 
X — {aix + Gta + + Ann) + (bis + bit + + bn) +. 


où le nombre des polynômes élevés au carré est 7, calculer 
ee) CO > 
f di, J LT AR | HTC 
& — — — D 


puis déduire du résultat que, si les variables x,, x2,... sont 
des fonctions linéaires de n autres variables 71, Ye,..., Ya 
de telle sorte qu’on ait 

1 


ve a AT 4 A:7; —- .…. —- An, 


le produit A, AÀ,...A, est un carré parfait. 


644. Quelle doit être la relation » = (x), pour que 


soit indépendante de AP 
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645. Quelle doit être la relation s = (x) pour que l’in- 


tégrale 8 


[ (A — x)"ds 
0 
soit indépendante de A? 


646. Étant données les deux équations 


ar dr! 
(1) dx" co a dx" 
RS Ph) 


da" de 


te ci Pal 00 


me EE a) =, 0 


a, 
© 
dd 
| 
| 
| 


dans lesquelles p;, p:,..., p, sont des fonctions de x, dé- 
montrer que toute solution de l'équation (r) est un facteur 
qui rend intégrable l’équation (2), et réciproquement. 


647. Étant donnée l'équation 


dans laquelle V, K et G sont des fonctions de x, K restant 
ge de À dV 
constamment positif, démontrer que act DE ne peuvent 
C4 
| A ° 4 A 
s’annuler pour la même valeur assignée à x.  (Srurw.) 


648. Si l’on connaît une intégrale première de l'équation 


Ch 
nas Fr, Ch 


da? 


lé L 


on peut toujours obtenir son intégrale générale au moyen 
des quadratures. (Jacoe.) 


649. Soit l'expression 


(A) D'y + A Dry +...+ A, Dry +... + Ar = fr) 
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ou A, Bové 14 


riable x, et où l’on a fait, pour abréger. 


.…. représentent, des fonctions de la va- 


si l’on désigne par u et v deux fonctions de la mème variable, 


on trouve 
fu) = uffo) + Du.'f(v) +... 
(B) D? u D’ 
; (P) RENE RER Lt - 
+ lp Deal D AUS 1.2.../2 Fe) 


quelle est la loi de formation des quantités P)f{w)? 


650. L'expression ()f(y) étant dite la conjuguee °° 
de f{(7) (n° 649), on a les théorèmes : 


1° Si la fonction y, annule identiquement f{y) et ses 
p — 1 premières conjuguées, l'équation diflérentielle 
(1) f(7)=0 
admet les solutions 
(2) CV Cm Vis Cat V5 Cp RO 


C, Ciy Co. > Cp_1 désignant des constantes arbitraires. 
2° Si les p solutions (2) satisfont à lPéquation (1), l'é- 


quation 


WF(y) = 0 


est satisfaite également par les p—A premières sulu- 
tions (2). 
3° Si les équations 
f(r)=0, f{r)=0 


ont une solution commune cy1, et si la seconde est satisfaite 


‘0e 
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en outre par les solutions 
(3) CT: , CaTaV rise. , Cp ls 
la première l’est aussi, et elle admet de plus la solution 
Cr TR Vie 
651. Soit y, une solution de l'équation linéaire 
Dy + A,7 — 0; 
si l’on déduit de cette équation la suivante : 
(ri n 
D'y + ( Jay DÉC TARES jan) PEACE 
(1) P 
+ AY — Pa C0) — 0, 
dans laquelle on a 
Ap+ ee AA» —+ À, 
L PES dA, 2 . . . 
A p désignant hr cette nouvelle équation est satisfaite par 


les x intégrales 


CL CIN se On 1 0 V0 | (BRASSINNE.) 


652. L'équation 


ŒV  ŒV AV. 
rt et 0 


est satisfaite par l'intégrale 


“ da db dc < 
JJ) PE 


dans laquelle on suppose les limites constantes. Trouver 


206 


FRENET. Er Recueil, 
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une solution de forme semblable pour l'équation 


PNEU Du VE OV 
dE op or 0e ANR 


le nombre des variables indépendantes étant 7. 


653. Etant donnée l'équation z = x + æe#:, développer 
sin z en série par la formule de Lagrange. 


65%. De la relation 7 — 2 x + à z1 déduire le dévelop- 
pement de z en série ordonnée suivant les puissances en- 
tières et croissantes de «. 


Cas où p = — q. 


655. Démontrer que l'expression 


x? COS 2.7 coSn x 
(1) — + cosx — …. ce. 


f 


pour toutes les valeurs de x de — 7 à + 7, y compris ces 
limites, est égale à une constante. 


22 : n°? 


656. Trouver la somme S de la série 


( | I COS x cos nx 
I a me e | ——————————— 
2 a? d'+ I 


657. Une courbe C de degré n étant représentée en 
coordonnées homogènes (em. du n° 638) par l'équation 
F(x,7,z)=— 0, dont le premier membre se réduit à f(x, y) 
quand on y fait z—1, on a pour le rayon de courbure 


(TE OF : 
ER US cn 
Ur 5) 
— { NS 
pP—\An 1) H 


H désignant le hessien (n° 100) de F(x, 7,2) et la paren- 
thèse (z — 1) indiquant qu'il faut remplacer z par 1 après 
les différentiations. (Hesse.) 
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658. Trouver la première polaire d’un point (Rem. du 
n° 638) par rapport à la cardioïde (p. 156). 


659. Première polaire du point qui a pour coordonnécs 


par rapport à la courbe du n° 251. 


660. Lorsqu'un point m décrit une droite, la droite 
polaire de ce point (Rem. du n° 638) relativement à une 
courbe du troisième ordre enveloppe une conique. 


661. En chaque point m d’une courbe donnée on prend 
sur l’ordonnée Pm une longueur Pu égale à la normale 
du point m; quelle doit être cette courbe pour que ses tan- 
gentes soient parallèles à celles du lieu des points u aux 
points correspondants 


662. Trouver la courbe dans laquelle la distance de l’ori- 
gine au pied de la normale a un rapport constant avec la 
longueur de cette normale. 


663. Trouver la courbe dont l’aire est égale au cube de 
l'ordonnée divisé par l’abscisse. 


664. Trouver la trajectoire orthogonale des lemniscates 
(n° 973) dont l'équation est 


(ame aa), 
a étant un paramètre variable. 


665. Trajectoire orthogonale des ellipses données par 
l'équation 
x? La 
Pa ou V2 D —— T; 


le paramètre variable étant 6. 
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666. (Fig. 30.) Trouver la courbe qui coupe une série 
de paraboles, ayant même axe et même sommet, de telle 


Fig. 30. 


sorte que les aires AMP, AM'P' soient égales à une surface 
donnée. 


667. Trouver la courbe qui rencontre une série de cer- 
cles concentriques de telle sorte que les arcs de ces cercles, 
compris entre une droite fixe menée par le centre et les 
divers points de rencontre, aient une longueur constante. 


668. On peut toujours trouver, sur un quadrant d’ellipse, 
deux points tels, que les normales qui y passent soient à la 
même distance du centre. Relation qui lie les abscisses de 
ces deux points. (Points associés.) 


669. Soient m et m, deux points pris sur un même qua- 
drant d’ellipse, u et x, leurs points associés (n° 668); dé- 
montrer la relation 


ar C NM, — AIC Ph = Pi — P) 


p1 et p étant les longueurs des perpendiculaires abaïissées 
du centre de l’ellipse sur les normales aux points m2 et m. 


670. Trouver une courbe telle, que la longueur de l’arc 


ssl. et He hi. 
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soit dans un rapport constant avec la distance de l’origine 
au pied de la tangente. 


671. Trouver la courbe dans laquelle le rayon de cour- 
bure est égal à 7 fois la normale. 


672. Trouver une courbe telle, que, si d’un point fixe pris 
dans son plan on mène des rayons vecteurs à ses divers 
points, la projection du centre de courbure sur le rayon 
vecteur engendre une courbe semblable à la première. 


673. Trouver une courbe semblable à sa développée. 


674. Trouver la courbe dans laquelle une puissance don- 
née de l’abscisse est proportionnelle à Parc. 


675. L'origine des coordonnées, auxquelles est rapportée 
Ja courbe C donnée par l’équation 


COS UE a 


étant un point qui fait partie de C, on demande quel est 
le lieu que ce point décrit quand la courbe roule sans glisser 
sur une droite fixe. 


676. Trouver les lignes asymptotiques de la surface 
représentée par l’équation | 


UD) 


677. Trouver la courbe qui rencontre les genératrices 
d’un cône droit sous un angle constant. 


678. Par le centre O d’un ellipsoïde on mène un plan 
quelconque et une normale à ce plan, puis on porte sur 
cette normale, et dans le même sens, des longueurs OA, 
OB égales aux demi-axes de la section obtenue; trouver le 
lieu des points À et B. 
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679. Par le centre O d’un ellipsoïde on fait passer un 
plan # contenant la normale d’un point quelconque m 
(x, y, z), et l’on mène dans ce plan une droite Ou égale et 
perpendiculaire à On; démontrer : 1° que le lieu des points 
u est la surface de l'onde (n° 334); 2° que les normales 
aux points correspondants M» et x des deux surfaces sont 
situées dans le mème plan et se coupent à angle droit 


(Mac-Cullagh). 


680. Par un point m d’une surface S on mène un plan 
tangent, et d'un point fixe O on abaisse sur ce plan une 
perpendiculaire OH. Si l’on prend sur OH un point mn, tel, 
qu'on ait Om, .OH égal à une constante Æ?, le lieu S, des 
points m, est tel, que la perpendiculaire OH, abaïssée sur 
son plan tangent en "1, passe par le point m; et l’on a 


aussi 
Om OH 1 — Æ2, 


681. Etant donnée une surface qui sépare deux milieux 
homogènes de densité différente, on suppose que des rayons 
lumineux passent de l’un dans l’autre en suivant les lois 


ordinaires de la réfraction. Démontrer que, si les rayons 


incidents sont normaux à une même surface, les rayons 
réfractés seront aussi normaux à une autre surface. 
(Crarzes Dupix.) 


682. Trouver la surface qui coupe à angle droit toutes 
les sphères passant par un point donné et dont les centres 
sont sur une droite fixe menée par ce point. 


683. Équation générale des surfaces qui coupent à angle 
droit l’ellipsoïde dont l'équation est 
2 


lei a 


x? 2 
SR + 
a 


684. Trouver une surface telle que la distance d’un 
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point À au point où une droite fixe AB rencontre le plan 
tangent en M soit proportionnelle à la longueur AM. 


685. Trouver la surface pour laquelle les coordonnées du 
point où la normale rencontre le plan des xy sont propor- 
tionnelles aux coordonnées correspondantes du point de la 
surface. | 


686. Trouver la surface de révolution pour laquelle la 
somme des courbures principales (courbure moyenne) 
(n° 318) est nulle en chaque point 
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SOLUTIONS. 


633. Désignons par A, le premier membre de la relation 
proposée; on voit facilement que À, est nul, quelles que 
soient les quantités x et h. Cela posé, la diflérentiation 
donne 


dA» — 1] 


TE = mp (er (— }—: (Es 


LÉ 


+ (— 1) (x + mp | : 


enr. 


Si l’on fait x—h— 2, le multiplicateur de mp devient 


nn CS CL) nee 


)Le— (2 — 1) 4j. 


{ 


[mm —1 


ee | 


+ (— 1)" T2 — (m—i)Alrt. 


TEA 


Or, pour p—2, ce facteur est identiquement nul, pourvu 
que m soit supérieur à p. À, est donc indépendant de À, et 
comme il est manifestement égal à zéro en même temps 
que h, la relation est vériliée pour p = 2. On l'étend sans 
peine aux valeurs plus grandes. 


636. La relation est évidente quand m—1. En désignant 
le second membre par À, les dérivées des deux membres 
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par rapport à x sont respectivement 
(2) (TG) EAU MAS: 


Si ces résultats sont égaux pour une certaine valeur de rm, 
les fonctions (x + a)" et À,, ne pourront diflérer que d’une 
quantité. indépendante de x; et comme elles sont égales 
pour x —=—a (n° 635), leur différence devra être nulle. 
Or les expressions (2) sont égales quand m = 2; la rela- 
tion (1) se trouve donc vérifiée pour cette valeur, et par 
suite pour toutes les autres. 

La relation (1), qui généralise d’une manière si remar- 
quable le binôme de Newton, a été donnée par Abel dans 
le tome I° du Journal de Crelle. 


637. En prenant les dérivées partielles des deux membres 
de l'équation (1), on obtient les formules connues 


dP 0Q  dP 0Q 
(4) : 0x  0y dé die D LE 
Ces relations expriment, comme on sait, les conditions 
nécessaires et suffisantes pour que, deux fonctions P et Q 
de x et y étant réelles et continues, P + Q:1 représente une 
fonction de x +1y et admette une dérivée. On pent re- 
marquer qu’elles expriment aussi que les courbes repré- 


sentées par les équations 
RE dt QG 
où æ et 6 sont des constantes, se coupent à angle droit. 


En diflérentiant les identités (4), on en déduit celles-ci, 
également connues, 


LS 


DDR MUR PA 41 040% 10 070 


(5) dx? di: dy’? dr? sr : dy? 


Si l’on difiérentie maintenant les équations (4) k — x fois 
par rapport à x et nr — k fois par rapport à y, on trouve 
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les formules (2). Les formules (3) se tirent des équations 
(5) en opérant d’une manière analogue. 

Ces relations (2) et (3), dues à Prouhet, l'ont conduit à 
des résultats algébriques et géométriques intéressants. 
(Srurum, Cours d'Analyse, 2° édition.) 

La fonction P + Qi admet une représentation assez 
expressive, due à MM. Briot et Bouquet. Une valeur quel- 
conque de la variable imaginaire z définissant un point 
(x, y) dans le plan xOy, on peut concevoir que sur la 
perpendiculaire à ce plan en chaque point on porte des 
longueurs respectivement égales à P et Q. Les deux sur- 
faces qui en résultent jouissent de diverses propriétés, con- 
séquences des relations fondamentales (4). Ces relations 
elles-mêmes expriment que, si l’on fait tourner d’un angle 
droit l’une des surfaces autour d’une perpendiculaire au 
plan xOy, les plans tangents des deux surfaces aux points 
correspondants situés sur cette perpendiculaire deviennent 
parallèles. (Voir Brior et Bououer, Théorie des fonct. 
ellipt., 2° édition.) 


638. La première relation résulte de l'égalité manifeste 


Pour démontrer la seconde, observons qu’en vertu de (A) 
l'expression f(px + gai, pY + Yi PpZ+q2Z;) admet 
les deux développements identiques 

q'u + qg"'pAu +... + 


P'u+p"'qAu + +. + 


Si 7 —k=— h, l'égalité des coefficients de g"-* p* donne la 
relation (2). 
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La troisième s’obtient en prenant la dérivée par rapport 
à «, des deux membres de la seconde. On trouve en effet, 
à cause de la première, 


Or, u étant une fonction homogène du degré n — 1, en lui 
appliquant la formule (2) il vient 


nr Ji NALL 
MTL dx 
Da (ni / | #2.,.14 71] 
et, par suite, 
Ô.Alu NN CLR 
dc da 


Les expressions de la forme AÂu, u désignant une fonction 
homogène d’un nombre quelconque de variables indépen- 
dantes, ont été nommées par M. Sylvester les émanants 
d'ordre k de la fonction u. Elles jouent un rôle important 
dans l’Algèbre moderne ( Voir Sazmon, Lecons d’ Algèbre 
supérieure ). 


Remarque. — Lorsque la fonction w ne renferme que 
trois variables indépendantes x, y, z, on sait qu’en l’éga- 
lant à zéro on obtient l’équation en coordonnées homo- 
gènes d’une certaine courbe, dont les coordonnées ordi- 


e . ’ TL 
naires sont alors exprimées par les ra pports — et T°) Dans ce 
PA A 


cas, les émanants de la fonction admettent une interpréta- 
tion géométrique. Concevons, en effet, sur une même droite, 
le système des 7 points 


Gi, A3, -.., Any 


un point » généralement distinct de ceux-ci, el un autre 
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point rm à déterminer. Si l’on forme Îles rapports 


mia; M€: MA» 
, , . 9 
ma; ma MA 


9 


dans lesquels on a égard aux signes des segments et qu’on 
représente par l’expression 


la somme de tous les produits obtenus en multipliant ces 
rapports À à À, l'équation 


Huér0 DUSS CRE 


déterminera À valeurs pour la distance mm,. Chacun des 
points m, qui en résultent est dit un centre harmonique 
d ordre k du système des points a par rapport au pôle m. 

\ Cela posé, soit une courbe C de degré 7 représentée en 
coordonnces homo 


gènes par l’équation f{X, Y,Z) — 0, et 
supposons qu'autour du pôle m, pris dans son plan, on 
fasse tourner une transversale; les points m,, centres har- 
moniques d'ordre À du système des points d’intersection 
de la courbe avec cette droite dans toutes ses positions, 
seront situés sur une courbe P qu’on nomme la (n — k)ième 
polawe du point m par rapport à C. C'est précisément 
l'équation de cette polaire qu’on obtient en égalant à zéro 
l’'émanant d'ordre # de la fonction f{(x,y,=)—=u;x,7,2z 
représentant les coordonnées du point fixe m et x, y1, Z1 
celles du point variable m,. 

Pour démontrer qu’il en est ainsi, soit a l’ un des points 
où la transversale mm,, dans une de ses positions parti- 
culières, rencontre la courbe donnée. Les coordonnées 
homogènes «, 6, y de ce point se déterminent facilement, 
car les points a, m et m;, appartenant à une même ligne 
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droite, leurs coordonnées doivent satisfaire à la relation 


QE Arret 
CARRE MN NI A À 
Ÿ 3 4 


qui est évidemment satisfaite en posant 
RE DEN IP) 2 Pas 


quelle que soit la valeur de p. Gette valeur se calcule ici 
en substituant les expressions de &, 6, y qu’on vient de 
trouver dans la relation manifeste 


œ TUE a LE I 
ee MN =] =— 9 
7 z | ma 7 Zi) Ma 


d’où l’on tire 


Si l’on exprime maintenant que le point a est situé sur 
la courbe, on a 


F(x Æ PT XF PITÉ 2HPAa) 0, 


ce qui peut s’écrire, en vertu de (A), 


GC) Ok 
— | u+|— Au+ees 
É 4 


DNA Au Au 
—- 5 ———— + 00 + ——— — 9, 
2 Ha. le D EU 


Cette équation a pour racines les 2 valeurs de la quan- 
. , I , 1 é 0 » . , 
tité — répondant à une position déterminée de la iransver- 
P 


sale. En égalant à zéro, en vertu de l’équation (4), la 
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somme des produits k à X de ces valeurs, on trouve 


0 Ô DAT 
atu= (x IS Or +a3) flans) =0 


équation qui est bien celle de la courbe P, puisqu'elle est 
satisfaite par les coordonnées x,, y:, z, des points m, dans 
toutes les positions de la transversale. À cause de (2), on 
peut aussi l'écrire 


AE Ve dE + nf 3 7 etc 
et N° : 3 — Viral 0 
Un PP AE LE À 


Si k est égal à 1, on voit que le lieu des centres harmo- 
niques du premier ordre est une ligne droite appelée La 
droite polaire. Ce théorème a été donné par Cotes. 

La théorie des polaires des divers ordres, créée par 
Bobilier ({nn. de Gergonne, 1828), a été l objet des tra- 
vaux de plusieurs géomètres (voir CLesscn, Lecons sur la 

Géométrie, 1° Vol., p. 253; traduction Benoist). 

639. Il faut démontrer qu'on ne peut avoir 


logx FES 2 
? 


f et ® désignant deux fonctions algébriques entières de x 
et premières entre elles. Pour cela, différentions l'égalité 
précédente, elle donne 


(1) | Lg fys 


il résulte de là que y doit être divisible par x, et que f ne 
doit pas l’être. Faisons donc 


p— Ÿr, 


Y étant un nouveau polynôme non divisible par x; on con- 
clut de là 
9! — n EE + Ÿ’ x", 


pis 


mn dl. at en. . Den en à SR +: 
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Substituant cette valeur et celle de o dans l'équation (1), il 


vient 
PE cn — d f" x — n 2er — f 4" x", 


nf 4 = (UP Y) — rar 


Cette dernière égalité est absurde, car le second membre est 
divisible par x et le premier ne peut l'être, f et 4 étant 
premiers avec x. Donc, etc. 


ou bien 


640. Si l’on pose «x — z, l'équation devient 


E 4 
[ p(z)dz— næxp(x) + ax, 
[e) 
et en différentiant par rapport à x, 
p(x)—=np(x)+ nxy (x) +a, 
équation linéaire du premier ordre d’où l’on tire 
1—n 


ET «a 


(x) = Cxz" — 


LL be où | 


641. Si la fonction o{x) n'est pas nulle depuis x — a 
jusqu’à x —b, elle doit changer de signe dans cet intervalle, 
sans quoi, les éléments de l'intégrale étant tous de même 
signe pour une valeur convenable de n, l'intégrale ne pour- 
rait être nulle. Supposons donc que (x) change de signe, 
trois fois par exemple, et soient x, X:, 4 les valeurs de x 
qui donnent lieu à ce changement. Soit fait 


Y(x)=(x—x) (x — 2) (x — 73) = Az + Br? + Cr + D. 


Puisque l'intégrale est nulle pour toutes les valeurs entières 
dez,ona 


b b 
1. æo(x)dæ = 0, 10 ol Mer — 0; 
a a 
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et par suite 


ri 


+b à | 
[l (A x + Br + Cr + Do(x) dx = | ÿ(x) p(x)dx EU: 
ec a (7 

La dernière équation ne peut exister puisque, d(x) et (x) 
changeant toujours de signe en même temps, l’élément de 
l'intégrale a toujours même signe. D'ailleurs le raisonne- 
ment resterait le mème quel que füt le degré de Ÿ ; donc, etc. 


642. On sait que la formule de Wallis {n° 458) consiste 


en ce qu’on a, quand n croît indéfiniment, 


. m3.3.5,5...(2n7 —1)(2n2—1)(27 +1) 
lim — À 
20 AIS PSE OU e 
ou bien 
1 1 
(2) = tin 22 er Der EU, 
x DO. 27 
Or 


par conséquent, 


Î 
à. — [PA 
lim À .72° — — lim 
2 


143 5H (SE (eme n2 
2HAINA Dir 19 1 | 


ou 


; 48 { 
dis 2 2 2 
mnt || cos?" 0 dû — 5 (=) (:) Ch SR 
0 2 TD D 2 


L'équation 


! cos?r+1 0 dû — __2.4...2n 
0 


[eÿ) 
Qt 
is 
ND 
à 
Fe 
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. . 1 . \ o 
conduirait d’une manière analogue à la relation 


: | 
7 nm 
: << Te 
lim r° | cos’#+10 9 — -—-. 
CA) 2 


1 a] 


Ch3. 1° Pour ramener l'intégrale à une forme connue, 
il suflit d’un changement de variables. Si l’on pose, en effet, 


diT; Le di Ty +. .. + AnTn —= Zi 


Die He DS) +... + De — yo 


ces relations étant du premier degré, l'élément de l’inté- 
grale transformée sera 


? _ 
CNT ENTER LE Siret A OA 


où + représente un coefficient rationnel en @;, b,,.... D’ail- 
leurs, les limites restent les mêmes, et comme on a, d'après 
la formule B de la p. 297, 


20 2 
il eh du — (3) , 
Eau h 


il en résulte 


2° On a également, en vertu des conditions admises, 


: # EE 2 F2 
K=6 | ar [ (Ya. 1 ia CRE NET 
— 0 — — 00 


6 étant rationnel par rapport aux quantités a;, b,,.... On 
conclut de là 


FRENCT. — Recueil, : 27 
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et par suite ; 


6 
(A,A:...A,) HS 


C'UO.NF D; 
6h. Soit 


= fe) ta [ta 2 tee 


Afin d'avoir des limites indépendantes de À, posons 


YNETTS 


LRU À mi à 
De h?(1— 2) w/(zh)dz. 
o 


aT 
I] faut que 7 Soit nul, quel que soit h; on a donc 


il vient 


Soit fait 


il en résulte 


=] 21) F(24)— 3à mener 
(4 — x)? 


Pour que l'intégrale soit nulle, quel que soit A, il faut 
que F(x) soit nul identiquement; car si F(x) n’est pas 
nul, on peut prendre À assez petit pour que F(x) garde le 
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même signe dans toute l’étendue de l'intégrale, et comme le 


l À pv « , 
facteur ———— est toujours positif, l'intégrale ayant tous 
i J Ë 1 5 y 
AR — x)? 
ses éléments de mème signe ne peut pas être nulle. Donc 


o'(x) he DAT) as 


A As 
ti)=(£) RTE 


équation différentielle de la cycloïde. 
Le problème que nous venons de résoudre n’est autre que 


On tire de ia 


celui de la tautochrone dans le vide. 
(Purseux.) 


645. En raisonnant comme dans le numéro qui précède, 


on trouve 
1 


AY = ATEN TL 1” dx. 


646. Multiplions l'équation (r) par le facteur z dx, x étant 
une indéterminée, et intégrons par parties de manière à dé- 


barrasser y de tout signe de diflérentiation sous le signe |. 


Lo k 


Un terme tel que Pa _— donnera naissance à l’intégrale 


PRE z) 
De Pr dx, 


le signe + répondant à 7 — À pair et le signe — à 7 —k 
impair. Ainsi le résultat de l'intégration se composera 


d’une partie débarrassée du signe f' et de l'intégrale 


d'z d'Ep 2) d"—1(p22) 
Ier — > —— + ——— +... LE p;z | dz. 
Je : E dés 0 Jar Ai 
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Si z satisfait à l'équation (2), l'intégrale s’évanouit; l’équa- 
tion (1) devient donc intégrable quand on la multiplie par 
une solution de l'équation (2). 

L'autre partie de la proposition se voit facilement de la 
mème manière. 


647. Supposons que V ne soit pas nulle pour x = a. 
Comme l'équation différentielle proposée est du second 
ordre, on peut concevoir une fonction V, qui y satisfasse 
et qui diffère de V en ce qu'on entire, pour x = a, des va- 


ÉNIGES IVARS RS 
leurs arbitraires de V, et de ©! différentes de celles de V 


dx 
A4 
tue 
dx 
On a donc 
dV \ l 
a(k——) (kg) 
de dx 
+ GV = 0, OV 
dx dx 


d’où résulte, en multipliant la première par V, dx et la se- 
conde par V dx et retranchant, 


/ 


THE. AA 3 IV ivre 
V,d A — valr< —0—d\K ve : 
dx dx | dx dx 


\ 


par conséquent, 
IV IV, 
K (v. RE V =) == CONSE, 
dx 


On suppose que V n’est pas nulle pour x = a, et l’on peut 

x ; 7A4 
se donner à volonté, pour x = a, des valeurs de V, et ns 
telles, que l’expression 


adN IV 
(Eve) 
dx FE NN: 


cite de iii time à 


tn  É  t 


PTT ETES CRT RES 


minima étnt MR ji de Le 
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ait pour x = & une valeur différente de zéro, qui sera celle 
de la constante. On voit alors que, pour toute autre valeur 
de x, on ne peut avoir en même temps 


CAES 


2 


V=#0% “es 
puisqu'il s’ensuivrait const. — o, ce qui est contre l’hypo- 
thèse. 

Ï suit de ce qui précède que la fonction V change de signe 
chaque fois qu'elle s’évanouit. On le fait voir absolument 
comme dans la démonstration du théorème de Sturm. 


Gag. Soit 
dy LES 


de = p(Y, Ty a) 


l'intégrale première connue renfermant la constante arbi- 
traire a. On trouve, en différentiant, 


By _ 0yp dy 


di dy? 0x’ 
et, par suite, 
0 ) 
HRE)= SRE 


Différentions par rapport à a cette nouvelle équation, elle 
donne 
0° dp 0 0? 
? er D FAR + a , 
da dy Ôy da dadx 


d? | dr 
(ar) (ae) 
-- 


4 
a 


ou bien 


\ 


OR Se EL, 


OY 0x 
ce qui est la condition pour que l'expression 


0: 0 
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soit une différentielle exacte. On a donc pi l'intégrale 


générale 
14 
IE (dy — odx) = C. 


(Journal de Liouville, 1. XIV.) 
649. En appliquant la formule de Leïbnitz (n° 62) 


m 
D"(uv) = uv0) + ) H' pi LEE 
I 
= (24 u(P)p(-—p) LE VIE eut"), 
P . 


et prenant f (s) sous la forme 
Fr} = ot) + Apte) + AvIrTE) EL, , ES, 


on reconnait que (P/f{v) s'obtient en formant la dérivée 
d'ordre p de f(v), pourvu qu'on y considère les indices de 
dérivation comme des exposants et qu’on y suppose la fonc- 
tion  allectée de l'indice de différentiation o. Dans cette 
opération symbolique, les coeflicients A;,, A,,..., À, jouent 
le rôle de constantes. On trouve de cette manière 


{e)= no) LE (n 1) A UT) +, + Ai, 


EU f(e) —n(nr—1)...2" + (7 —1). .2.1A,64, 
Hif(ol = in = re Te. 
La même loi de formation permet évidemment de déve- 
lopper ‘f(us), "f(uv),..., Mf(uv),..…., etc. M. Brassinne a 
désigné EE W)f(v) sous le nom de conjuguée 
d'ordre p ou de conjuguée p®"*° de l'expression f(#). 
Observons que si l’on pose 


D' + A, Da +, . ep LE ER . : + An — p(D), 
on peut écrire symboliquement 


f(r)=g(D).7; 


Ses 
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et il est facile de reconnaitre qu'on a, pour toute valeur 
entière et positive de p, 

@)f(r)= e(P)(D). 7. 
Cette nouvelle forme de la conjuguée p°"*° de f(v) est 
remarquable. Elle permet de remplacer la relation (B) par 


celle-ci, analogue à la série de Taylor pour le cas des fonc- 
tions entières : | 


p(D). ur — uo(D).r + Duw'(D).v tré sde 


D’u D’ 
RP (RCD) )e 0, 
LCR \ hé 1.2...n? | es 


On développerait évidemment de la même manière la con- 
Juguée d'ordre quelconque 


p(P(D).uv. 


650. 1° Si l’on pose » — y; dans l'équation (B) du nu- 
méro précédent, elle devient 


DP u 


fur) = @f (7) TE st D'u, 


et l’on voit que le second membre s’annule si l’on assigne 
a u l’une quelconque des valeurs 


Cy Ci Cite, -5  CpnalP 
il en résulte que l’équation linéaire 
f(r)= 0 
admet les solutions | 
CO A) 13e = Cp td re 


2° Soit fait u — x dans la même équation (B), elle se 
réduit à 


PE) — xf (v) + fo), 
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En y substituant à les valeurs y, xy1,..., x77°91, on 
voit que ces valeurs annulent ’f (#);'d’où il suit que l’équa- 
tion linéaire 


RP", 


admet les p—1 premières solutions (2). 
I suit de là que l’équation 


Y\r\=0 


admet les p — 2 premières solutions (2), et ainsi de suite. 
3° D’après l'hypothèse, on doit avoir 


TO 0, SLR ARE Ce UP IY Ie 
d’où l’on tire, en vertu de l’équation (B), 
AUE ER Ne 


Or, pour toute puissance entière et positive de x inférieure 
\ ° x ? \ = 
à 7, mise à la place de u, on a f(uy;) — 0, c'est-à-dire que 
l'équation f (7) — o admet les solutions (3), et de plus la 
solution fc, are 

MNT iloel Te in Se Tale LR 

Si l'on assimile les solutions (2) aux racines égales des 
équations algébriques, les propositions de ce numéro éta- 
blissent, entre ces équations et les équations différentielle 
linéaires, des analogies remarquables signalées par M. Bras- 
sinne, auquel on doit d’intéressantes recherches sur ce 
sujet. (Srurm, Cours d'Analyse, Note IIT de la deuxième 
édition.) 


651. On reconnait d’abord que l'équation (1) admet la 
solution y;, pour 7 = 2, Afin de prouver qu’il en est de 
mème, dans tous les cas, de l'identité 


PE ba 
(2) D'y+ (JA Dot y, + + (r) A, Dpt Ari 0, 


\ 
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ESS 
D 
[®14 


2 . . . » . 
supposée vraie pour }, on tire en différentiant 


} Var 


D'+y, + à A D'y, +. À | À D TEE re 
I P+FI 
(5) es 
+ di ADI-A PE MUEMNA PIE 0 


Multipliant par A; les deux termes de l'équation (2) et 
l’ajoutant membre à membre à l'équation (3), on obtient 
une nouvelle égalité dans laquelle le multiplicateur de 
D'?Yy est égal à 


? 72 ! 
3 ‘: à A +1 a 4 () (A, A, —- A) 


/ 


quantité qui se réduit à 


nu 
(r mn | ét 
en vertu des notations adoptées. Il en résulte que l’iden- 
tité (2) subsiste quand on y remplace x par 7 +1, c'est- 
à-dire que l'équation 
(y) = 0 
admet la solution y, quel que soit 7. 


Pour compléter la démonstration du théorème, il faut 
prouver que si l'équation (1) admet les solutions 


CVis Ci LVisee es Cri L'ALYTS 
l'équation 
(4) qui (9) = 0 


les admettra aussi et sera satisfaite en outre par la solu- 
ion c,x"7,. Il suflit pour cela de chercher la conjuguée 
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l@ux1 (7), qu'on trouve égale à 29, (7), et de se reporter à 
la solution du n° 650 (3°). .#. 

On arrive au même résultat en prouvant généralement 
que, si z désigne une solution quelconque de l'équation (1), 
l'équation (4) est satisfaite par la solution zx. Le premier 
membre de cette équation peut en effet s’écrire 


Ÿ fé + 1 \ A, DH, 
DE 


d'où résulte, en y remplaçant y par zx, 
2 qu(z) + (2 +1)m (2) 


quantité qui est nulle, puisque z satisfait à l'équation (1) 
et par suite à l'équation (4). On conclut de là que l’équa- 
tion 9,(y)—o admet les solutions cy, et c:xy1; puis 
que l'équation w,(7) —o admet les solutions c 7, c; xys, 
C2: X° 71, et ainsi de suite. 


652. L’analogie indique la forme suivante : 


p étant une indéterminée. On tire de là 


TV. FR ff da db dc... 
de — P [(x— a) 2+(y— DH (z— cc) + +... ]P#t 


To ee eee 
se RP PTS DR PL 


par conséquent, 


dYV dV d?'V 
dr? dy? ‘+ dz? 


one ie 17m 0 
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Le second membre sera nécessairement nul si l’on pose 


ft . , 
p =-— 1; la solution demandée est donc 


[ff da dbdc.,. 
Een À 
2 LD 


(æ—a}+(y—0)+(z—c)...l 


653. Si l’on a généralement 
z—zx+af(z), 


la formule de Lagrange donne 


(1) Fa) = (œ)+a fe) Pr) +2 + D LA (re 


1.2 
pourvu que le module de « soit moindre que le plus petit 


de ceux qu'on obtient pour la quantité quand on y 


1 
f'(2) 
remplace z par les diverses racines de l’équation 
(z—x)f'(z) —f(z) = 0. 
Cette équation se réduisant ici à 
(z—x)h—1—o, 


on doit donc avoir 


(2) mod # <T mod - 


h re 


Sous cette condition, la formule (1) donne pour le déve- 
loppement demandé 


. . Œ 
sinz = sinx + œeh COS x + eee + © Tr (erhr cos x) +... 
ITI27820172 


où l’on a 
k=n—1 


(3) Dites cos x "ent: D: f e ï Cris cos (- L =) ; 
2 


k=0 
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La formule du n° 61 conduit à la formule plus simple 


sinz—=sinr + set cosx +... 
a" Le 


HOME TES ET (re + ir) 2 ekz cos{ 7 1071 — 1 Pa) + .…. 
OA SL 


l'angle 4, étant défini par la relation nh tango, — 1. 

En partant de l'expression (3) de D"-'«"#*cosx pour 
calculer le module du rapport du terme général de la série 
au terme précédent, on reconnait que ce module, pour 
croissant indéfiniment, tend vers une quantité moindre 
que 1 quand la condition (2) est remplie. 

1 

654. Posaut z7— u, l'équation devient 4 = 2x + au, 
et, pour appliquer la formule de Lagrange, il faut avoir 


—— 1 
D{.q pi? 
mod &« <7 mod D Enne 
— — —1 
qgP(2x)P 
1 
Cette condition satisfaite, si l’on pose F{u) = u’= z, on 


déduit de la formule (1) du numéro précédent, 


1 mg _ 
(A) 2 (Dr) LI Re Nes E DU 


LUE D ot / 
NN RS: 
Pour p=—q, az1——x<+"x+a; et comme 


(2° MAT VAE x) est celle des valeurs de z7 qui se rédu.t 


I = 
À — quand on suppose x == o., on tire de (A 
21 q PP 0 ( ) 


ter 
(Va + « 4 r x) 4 


— (2x) q ARR ne RL A Émis. Ye 
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Si J'on fait Àg=1, on a la re.stion remarquable 


À 


il He + (—iÿ —— 2R + À—I SAR TT 
/ n +.) sl 4 x° | 


655. La proposition admise, on en tire 


2 


US "à sin2x | sin? x x 
(2) SIN TZ — He —i —— H — -: 
7 D 


Or, si le développement d’une fonction o(x) par la série de 
Fourier se présente sous la forme 


p(x) = A, sinx +...+ A,sinnx +..., 
Le 
on sait qu'on a généralement 
vE 107 133 
A, —=- plx)sinnxdx, 
0 


ce qui se réduit à 


. , . e. Ld 
pour la fonction Si L’équation (2 est donc vérifiée et sub- 


s'ste pour toutes les valeurs de x comprises entre — Tr etr. 


Il en résulte que l'expression (1) est égale à 
2 


I I Fr | 
Re ne Le n° 44h). 
2? 3? 12 | 
656. Posons 
1) Fe x sin.r 4 n «inn x 
ZE ———— — RS CS ve . ms I LR EE 2 eee 
34! 1(a? +1) n (a? + n°) 
On tire de cette équation 
7 sinz2x 
ñ -i- …., 


VV VAR, —— — 
a) F ; + | 1) 2 
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d'où, en tenant compte de l’équation (2) du numéro pré- 
cédent, 
y — Cet: + Crerire C(err — Cane À 
puisque y s’annule avec x. 
On a donc 
S Cul eee: 
Pour déterminer la constante C, observons que lorsque 
une fonction o(x) est donnée par la série de Fourier sous 
la forme 


A, | 
p(r) = + Aicosx ent LAN COS nm 40e 


on a généralement 


2 T 
Ar 2f p(x) cosnrdx. 
0 


T 


Cette expression, appliquée ici au premier terme de Îa 
série (1), conduit à la formule 


T eat —- eT at 


24 ET— ex 


S— 


On déduit immédiatement de là les relations suivantes 
trouvées par Euler : 


co 
1 ra —I x 

dre 2 a! Fate —i) 

0 
co 

De TUE ie TR LR 1 o k 

Déesse 2a(e*+1) (n° 178). 
0 


657. Appliquant à la fonction f(x,y) la formule du 


n° {23 et faisant usage des notations du n° 100, il vient 


7 7 

LT 

hérriss fx de: fre ‘ 
LB a dy 
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On tire aussi de la formule du n° 100 
NDS LPS AA 1 | 
he Grena AN A 
F, EF FE, 
et ces résultats, combinés avec l'équation évidente 


Œy 2 2 2 
PE roro LÉFEEUTS) —|(F Tr) (LE 


3 
2 


vérifient immédiatement le théorème. 

L’équation H — 0, à laquelle satisfont les coordonnées 
des points d’inflexion de C, représente une autre courbe 
nommée la Hessienne de la première, et dont la considé- 
ration est utile dans la théorie des courbes algébriques. 
Comme le degré de cette courbe est au plus égal à 3(7 — 2), 
il en résulte que le nombre des points d’inflexion de C ne 
surpasse pas 3n(n — 2). 


658. L’équation de la courbe en coordonnées homogènes 
(n° 638) se met sous la forme 
u—{(x?+y+2axz) — {a {x +y)2= 0; 
et celle de la première polaire par rapport à un point dont 
les coordonnées sont &, 6, y est 
Ou ne du we Ou à 
œ — 0: 
dx dy TG k 
il en résulte, en remplaçant z et y par l'unité après la dif- 
férentiation, 
a[(x+)°)(x + a) + 2ax] +6y(x+yt+oaxr— 2! 
+ a(am + xy?— 2a77) = 0. 


Si le point fixe est à l’origine, cette équation représente 
une cissoïde. Elle donne une strophoïde (voir Brior et 
Bouquer, Géom. analyt., 7° édit., p. 16) si l’on a 


GEO, QU == A, 
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659. On trouve le folium de Descartes (n° 483). 
660. La droite polaire du point m (x, 6, y) relativement 
à la courbe (Remarque du n° 638) a pour équation 


ROSE CARE Bu 4 d'u ue d?u Et d'u 
Ôx? dy? 1 Oz T 9r0z “1 Ox 02 4 0x 0y 


ou, plus simplement, 


(24 


(1) Au+ B6+ Cy? + 2D6y +2Eya+2F a —0—>9, 


À, B, C, :.. étant linéaires en x, y, z et les quantités «, 
6, y satisfaisant à la relation 


(2) aa + b6 + cy—0o. 


Quand le point m décrit la droite L, on peut consi- 
dérer les coordonnées «, 6, y comme des fonctions d’une 
mème variable £. Pour obtenir l’enveloppe de la droite 
représentée par l'équation (1), on est donc conduit à diflé- 
rentier (1) et (2) par rapport à £, ce qui donne 

Lk 


SP da + SE de + dy, ada + bd8 + cdy = 0, 


et, par suite, 


(3 1 0p LILAOR EM Da 


PET 


Si l’on égale chacun des rapports (3) à 2u, on obtient 
l'enveloppe cherchée en éliminant &, 6, y et u entre les 
équations 


Au+F6+Ey—pa, 
Fe +B6+Dy—mub, 
Ext DC — zu, 
au + bé + cy — 0. 


a *. fit") “AS ER 


4” 
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Le résultat se met sous la forme 


UNE ORAN 
F: ME. be) Cp à 
0 
Rd CO à GE à 
Co CD; ,C 


et représente, comme on voit, une courbe du second degré 


* dont M. Cayley s’est occupé le premier et que M. Cremona 


a nommée la poloconique de la droite L. 

La proposition qu’on vient de démontrer est d’ailleurs 
un cas très-particulier de celle-ci, due à M. Cremona 
(Introduzione ad una Teoria geometrica delle curve 


piane, p. 114) : 


Quand un point parcourt une courbe d'ordre m, les 
droites polaires de ce point, relativement à une courbe du 
n“"< ordre, enveloppent une courbe de la classe m (n—1). 
On sait que la classe d’une courbe est le nombre des tan- 
gentes (réelles ou imaginaires) qu'on peut lui mener d’un 
point pris dans son plan. 


661. On trouve l'équation 


d(y Vi Red 


qui a pour intégr ale 


| 


(r—c)(c+2cy) = 3cx +0. 


Une conséquence immédiate de la correspondance admise 
entre la courbe des points m et celle des points , abstrac- 
tion faite du parallélisme des tangentes, consiste en ce que 
la surface de révolution engendrée par un arc de la pre- 
mière tournant autour de l’axe des x est proportionnelle 
à l’aire correspondante de la seconde. 

C’est là une remarque à peine utile à faire, maïs qui 
présente un certain intérêt historique. Leïbnitz raconte en 
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eflet (Opera, t. HI, p. 193) que cette proposition, qu'il 
rencontra presque au début de ses études mathématiques 
et qui lui causa un très-grand plaisir, le mena à la décou- 
verte du Calcul différentiel en lui faisant trouver le triangle 
caractéristique. I] entend par là celui qui a pour côtés, en 
chaque point d’une courbe, les quantités dx, dy, ds, et qui 
ne diflère pas du trian à différentiel ie OR avait 
déjà fait usage. 


662. L’ équation à laquelle on parvient peut s'écrire 
(a@— 1)ydy + a 1x dx 
{ 


[(a?— 1 1 + ax} 


ra PU 


d’où 
(at—1)7+ ax = (CE x}. 

663. En différentiant l'égalité qui exprime la condition 

donnée, on trouve l'équation homogène 
(ALES y ar, 
dont l’intégrale est 
(æ2= 27 Eee 
664. Posons 


(er ee | HE Ne (ne 


d’où 
dF 
(ST) TAC EEE 
LENS DNA er 72” 
Fa 


l'équation diflérentielle est donc, d’après la théorie des tra- 
Jectoires orthogonales, 


372— x°) 


Ne AU 


En FE 
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Cette équation homogène donne par l'intégration 
(e+ y) = Car, 


équation d’une lemniscate semblable aux proposées et dont 
l'axe est incliné de 45 degrés sur celui de-ces courbes. 

Le problème des trajectoires orthogonales a beaucoup 
occupé les géomètres. Jacques et Jean Bernoulli en avaient 
déjà traité des cas particuliers lorsque Leïbaitz, en 1715, le 
proposa comme défi, « pour tâter un peu le pouls à nos ana- 
lystes anglais », disait-il dans une lettre à l'abbé Conti. Le 
gant fut relevé par Newton, qui résolut la question sur-le- 
chanip dès qu'il en eut connaissance; Taylor le suivit avec 
succès dans la lutte. On doit à Euler de nombreux et impor- 
tants travaux sur ce problème des trajectoires. 


665. On trouve 
+ x? — C— a'log.xr?. 


666. Soient 


ya <a 4ax ==10 


l'équation de l’une des paraboles, D? la surface constante; 


on a 


“A 2 [ (ax)? de = 0 — Sa(ar). 


Les relations (1) et (2) font connaître les coordonnées de 
l'extrémité de l’arc à laquelle s’arrête l'intégrale, et l’équa- 


tion 
de 3 pe: 


qui en résulte par l'élimination de à, est celle du lieu de- 


mandé. 


667. Soient b la longueur donnée, x° + 7° — a? l’équa- 
5 ; q 


tion de l’un des cercles, x, 71 les coordonnées d’un point 
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du lieu; on a 9 


TOR ! 
= [ PE es du 12 —Harc ins 
: a 
ce UC ET 


et 


‘5 + y} = a? 
De là résulte l'équation de la spirale hyperbolique 


b 


: 
arctang— — ———————, ou r0 — b, 
Z 


(a+ 2) 


Cette dernière équation aurait pu s’obtenir tout de suite, 
car on a, pour les coordonnées polaires d’un point du lieu, 


gene: MS) ts 
a 
668. Soit 
X?2 Y? 
wr D? el 


l'équation de l’ellipse rapportée à son centre et à ses axes. 
Celle de la normale au point (x, y) est 


en posant 


4 rare b? RE APT, 
On en déduit, pour la distance p du centre à la normale, 
1 
a — x? 2 
Di . 
p=es( 2) ) 
d'où 


(1) ex — (ae DA er + ap —0. 
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Les racines de cette équation sont réelles, si l’on a 


Cette condition remplie, l’équation (1) donne deux racines 
pour x°. Désignant l’une d'elles par x?, l’autre par £*,ona 


2 2e? 272? 
mp PTE, 2E? — LE 
€ (5: 
et, par suite, la relation demandée 
(3) at — a(at + E) L'extE — 0. 


Les deux points ainsi déterminés sont des points assoctes. 
La relation (3) peut s’écrire 


(a? — 22} (a? — 62) — (r rs RATE 


ce qui montre que, si l’un des points parcourt le quart de 
l'ellipse en allant de l’extrémité du petit axe à celle du 
grand, l’autre parcourt le mème arc en sens inverse. 


669. Si l’on désigne par x et £ les abscisses des points 
associés m et , on a les formules (n° 668) 


2? + ae? a? 2 

(1) a? + E2 — ONE ie See 
€ € 
(2) ai — (x? + 6) Here — 0. 


Soient s — Bmn l'arc d’ellipse qui part du sommet B du 
petit axe et qui aboutit au point variable m; © — Au celui 
qui part du sommet À du grand axe et qui aboutit au 
point associé m3; l'équation de l’ellipse fournit les deux sui- 
vantes ; 


— 1e mer, a? — e? £? 
di TFUE EE L do a dE. 
2 % Ai —— €? 
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D'ailleurs, on tire de l’équation (2) 


donc 
adx a 
cs 2 Ne et RCE 
ë 

et par suite 

l dé 
se ls Re 

TL 


D'un autre côté, les équations (1) donnent par la difié- 
rentiation 
dr dE pdp  dp 


Er net 
d’où 
ds — de — dp. 
On en conclut 
(3) HS ( oc) = pp; 


où l’on a 
He=Bmi > BmV NA uRE AR, 


La relation (3) est précisément celle qu'il fallait dé- 
montrer. 
Si l’on y fait x — o, elle donne 


By, VITE 


la proposition qu’exprime cette égalité est connue sous le 


nom de theorème de Fagnano. 
(Le Bescur.) 


670. Soit _ le rapport donné; on a 


a dx 
PAS 


SOLUTIONS. 439 


Diflérentiant et prenant y pour variable indépendante, il 


vient 
L 
Fe LE UNE TA 
dy b dy? x 
; dr nn D 
Faisons RIT t et intégrons, il viendra 
Ze 
CRUE Res + t; 
na 1 
= He) 
ct enfin 
b—a b+a 
D D 
apres Pat A PCR D PE ANR 


ba ie he 


Ce problème, le cas le plus simple des courbes de pour- 
suite, revient au suivant : Un point mobile A parcourt une 
droite PQ avec une vitesse constante a; il est poursuivi par 
un autre mobile B animé d’une vitesse D; on demande la 
courbe décrite par B, en supposant que Fi position initiale 
de ce point ne soit pas sur PQ. 


671. On trouve 


l 
CH 


2 
21 Ds Abe — a ; 


équation toujours intégrable si z est entier. Pour n — 2, 


on a une cycloïde; pour n7 —:1, un cercle. Lorsqu'on sup- 
pose z = —1, l'équation devient 
dy ady 
dr = — — ——) 


ci t 
(erérat) (rs) 
- d’où l’on tire 


a T+A EC 
ne Fi + MMS 0e 
2 


La courbe est donc une chaïinette. 
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672. Prenons le point A pour pôle; le rayon de courbure 
en un point quelconque a pour expression, au moyen des 
coordonnées polaires [ formule (c}, p. 178], 

3 
Fun 0 À 


Lars rp dp 4 


74 2p° — 


dr 


en posant 
d—?* 


La condition du problème revient d’ailleurs à dire que 
la projection du rayon de courbure sur le rayon vecteur est 
à ce rayon vecteur dans un rapport constant. Il en résulte 
l'équation 


d 
DT PT + «(+ p)—0; 
qui peut s’écrire 
P 
pr°d = 
P(rdp— pdr) RAT 
: r? + p° D DE 
Elle devient 
2 u du dr 
1 + u° re 
en faisant 
L —= U; 
par suite, 
722 — b?(1 EL ui); 
et enfin 
bd 
do — ee : 
r(r2 Ent b?)° 


Cette dernière formule intégrée (n° 411) donne 


rt cosa(0 —w)—b (n° 626). 
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673. Ce problème se résout simplement en définissant la 
courbe, d'après Euler, par une équation entre le rayon de 
courbure p et l'angle © que fait ce rayon avec une direction 
constante. Soit donc 


pe—F(#) 


l'équation de la courbe, © étant l’angle du rayon de cour- 
bure avec une droite donnée. Pour fixer les idées, nous sup- 
poserons que cette droite est l’axe des x. On voit sans peine 
qu'on a 

ds — pd, 
et comme 


YEN ps 
Te = tang Ps 


ARS 
AR RIT +2) — p COSo de, 
dy = psinv do. 


Ces deux dernières équations feront connaître x et y en 
fonction de ©. D'ailleurs, si p, et w, sont les coordonnées 
du point de la développée correspondant au point qui a p 
et @ pour coordonnées, on a 


Dr DU 


d'où 
do: = do; 


et comme l'élément de la développée est égal à dp, on a 


aussi 
dp = pi dpi = pi de. 


Si la développée est semblable à la courbe, 7 étant le rap- 
port de similitude, 
Pi Rp: 
et par suite 
do 


= nr dy, | pp AeT. 
P 
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Si l’on porte cette valeur de p dans’ celles de dx et de dy, 
on obtient les équations intégrales 


“his (siny + #7 cosy) 
T—a— si n 
à 1 + 7° ? 4 
Ae'? s 
Y—b=— É - (2 sino — cos), 


GX a 4 


en appelant a et b deux constantes arbitraires. Faisons 


es à 2 ane OL 
— ang — — tango 

TL — DE 1 ; 

il viendra 

À er? è ? 

T= — — Asinwet"se, 

(r+ rt) 
Sino — COS» tango 
tang 0 — es AT ER Li bee — tan ng(g —o); 


SIN ® tang w —+ cos » 


et par conséquent 
0 + w 
0—9—w, r— A sinwet"6*, 


Cette dernière équation est celle d’une spirale logarith- 
mique dans laquelle le rayon vecteur fait avec la tangente 
l'angle w. 


674. On trouve 


L 


dr (7° K'æe2%72— 7 de, dx. 


La cycloïde et la développée de la parabole sont des cas 
particuliers de la courbe cherchée. 


675. Soit en général une courbe roulant sur l’axe des x 
et située dans le plan des axes; pour trouver le lieu décrit 
par un point À de ce plan invariablement lié à la courbe, 
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supposons-la rapportée à ce point comme pôle et à la droite 
quelconque AP comme axe polaire. La droite AP est aussi 
invariablement attachée à la courbe. Soient r et 8 les coor- 
données polaires du point M où la courbe touche l'axe des x; 
la relation qui les lie est exprimée par une équation | 


(1) F(r,0) — 0. 


x et y étant les coordonnées du point À, on a aussi (n° 244) 


dx r dû 
(2) Don er. 
et 
70 
(3) NOR re MO 


1 
(dr? + r?d6?)° 


Le lieu s’obtient en éliminant 8 et r entre les équations (1), 
ajebhoi): 


En appliquant ici ce calcul, il vient 


D} 


on 


in 
dre (2) — I dy. 


a 


Si 7 — —1, la courbe mobile est un cercle dont un point 
est situé au pôle; on retrouve la cycloïde. 


I Fe . 
Pour n — -;, la courbe mobile est une parabole qui a son 
2 


foyer en À ; ce foyer décrit une chaïnette. 
Pour n = 2, le point À, centre d’une hyperbole équila- 
tère, décrit une courbe dont l'équation diflérentielle 


"2 d 


représente un cas particulier de la courbe élastique (n° 571 
et 630), 
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676. Observons d'abord que l'équation représente une 
famille de surfaces réglées, dans lesquelles la génératrice 
rencontre constamment l’axe des z. Cela posé, si l’on dé- 
signe simplement par ® et d les fonctions qui figurent dans 
le second membre, on trouve en diflérentiant 


rx — 2x7 op" + 7°” _e A A A 
SANS cr? CL — XV gp” — yat", 


taf = xt@" + xs”, 


Au moyen de ces relations, l'équation générale des lignes 


asymptotiques, 
dy? dy 
t — +28 — +r—O, 
5? dx 


se décompose en ces deux-ci, 

xdy—ydx—=0, (g”+zxÿ")(xdy —ydx)—=2x9 dx, 
dont la première détermine les génératrices mêmes de la 
surface. La seconde, qui peut être mise sous la forme 


d{at)=-at 5 


est une équation linéaire, dont l'intégrale 


re 1 f& 
(1) SEA 

V9 
définit un second système de lignes asymptotiques. Cette 


équation se réduit à 
on 
x= ce! | — 


quand Ÿ — o; c’est le cas des conoïdes. On trouve en par- 
ticulier pour le coin conique de Wallis (312). 


AUDE TR 


DUPONT Pre 
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Si l’on suppose 4” = a, l'équation (1) devient 


27—1 


1 
nxo : —- (ar — 1)ag' ? — Cx, 
ce qui se réduit à (r+a)9 = ca? pour n — 1. Cette équa- 
tion se rapporte alors à la surface engendrée par une droite 
mobile glissant sur deux droites fixes, qui sont ici l’axe des 
z et une parallèle à l'axe des y. 


677. Cherchons d’abord l'équation de la courbe en sup- 
posant, pour plus de généralité, qu’il s’agit d’un cône quel- 
conque du secand degré, dont l'équation est 


(1) tr ln Pt NO à 


En un point (x, y, z), situé à une distance r de l’origine, 
le cosinus de l’angle formé par la génératrice et la tangente 


scra 
xdx + y dy + 2zdz3 dr 
(2) I 
r dr ls 


m étant une constante. Les équations (1) et (2) se trans- 
forment au moyen des formules connues 


æ—rsin6cose, y —=rsinäsins, z—rcos0, 


et deviennent 


sin?6 cos’g  sin?6 sin’  cos’0 
(S) MONT paper rl ft 
(4) dr? = mds?— m°(dr? + r?d0? + r?sin’6) de?, 


On tire de l’équation (3) 


en posant, pour abréger, 


(5) p'= a? sin’o + b? cos’; 


446 QUESTIONS DIVERSES. 


et par suite 


FE abcdp abc(b?— &\siny cosy dy 

de «LEP p(ab!+ c'p!) ; 
Substituant les valeurs de sin0 et de d8 dans l'équation (4), 
elle prend la forme 


(6) dr de abm ps Vp'(ab?+ cp?) +c2(b?— a) sin’9 ee 


r V1— m° P(&b?+ cp!) 


où l’on suppose p remplacé par sa valeur (5). 
L’équation (6) s'intègre au moyen des fonctions ellip- 
tiques. Lorsque a = D, p = a, etc., on a 


2 ma 
= © —— —,9 Ep 
To Vi— m° Va + ce? 


r 


ou 


Tr == ei: 


L'équation (3) se réduit alors à 


et la projection de r sur le plan des xy étant égale à r sin8, 
il en résulte que la projection de la courbe sur le mme plan 
est une spirale logarithmique. On voit par l’équ tion (2) 
que la courbe cherchée est rectifiable. 


678. En faisant usage des notations du n° 295, on a re- 
connu que les carrés des demi-axes de l'ellipse d’intersection 
sont les racines de l'équation 


a? l? b?m? cn? 


PT a? 7 b? r— c! 


0 (n° 295). 
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Or, x, y, z désignant les coordonnées de A ou de B, on 
voit sans peine qu on à 


LES EMRENE ERIC IS DE TU 
et, par suite, pour l'équation de la surface 


ax? br c?z2 


— = () [e) J, 
1 — a? 7? — b? r— ç? (n 334), 


dans laquelle 
= x? + y?+ 2?, 


Cette construction de la surface des ondes lumineuses a 
été donnée par Fresnel (Memoire de L'Institut, 1. VIN). 
679. L’équation de l’ellipsoïde étant 
PX+ qY+r2=1, 


et «, 6, y désignant les coordonnées de pu, le plan mopa 
pour équation 


(1) X(g—rrz+Y(r—p}zz+Z(p— gr —0, 
et la question revient à éliminer x, y, z entre Îles relations 
(2) ax +6Y+yz—=0, 
(3) æ(qg—r)yz+6(r—pjzr +y(p—q}xr =o, 
PA High rai, 
QT a+ + 2 = a+ 6 + y u?, 


Faisant, pour abréger, 
HU qu — QT 1 ER, 
on tire des deux dernières 
Pr? + QE Rae T 
Si l’on écrit ce résultat sous la forme 


Pz.z+Qy.y +Rz.2=o, 
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et qu’on le rapproche de l’équation (2), on en déduit 


Qyry—Rz6. Rza—Pxry _ Px6—Qyx 


1 +2 Z 
__ayz(R—Q)+6:(P—R)+yz(Q—P) 
x + y}+ 2 


Le dernier rapport étant nul en vertu des équations (3) 
et (4), il vient 


(5) ET, 
et, par suite, 


(6) 


équation qui est bien celle de la surface de l’onde {n° 33h ). 
Pour obtenir la direction de la normale au point u de 
cette surface, soit F le premier membre de l’équation (6) 
et désignons par w la valeur commune des rapports (5). 
On trouve 
l 
QE ——— 
prza+qy6 + rzy 


et, en diflérentiant, 


PEUT dam 2e = XO — au, 


2 22 A 

En me r 
P 
F 


— y © — 6Gw?, a er LE 


I 
2 07 
Ces relations montrent que la normale est perpendiculaire 
à l’axe du plan donné par l'équation (1). 

On voit qu'elle l’est aussi à la tangente en m, car on a 


0F nas LUS 
da? 0e" 07 1H 


On peut généraliser la question en remplaçant u = ou 
par (u). Le calcul s'effectue de la même manière et conduit 
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à une surface représentée par l'équation 


a? de F2 “ y 
plu} —1 qg(ou)—1  r(gu)—:1 


Dans ce cas les normales aux points correspondants de 
l’ellipsoïde et de la surface sont encore dans le même plan, 
mais ne se coupent à angle droit que si q{u) — ku, k dési- 
gnant une constante, 


680. Soient f — 0, f — o les équations des surfaces; x, 
y, z les coordonnées de m; x, y1, z, celles de m,. On a 


Zt+YYi+ 2 —= Om.Om, cosmOH = À?, 
POS LR OR TE Of 


Zi 0 Yi 0Y 2 0 


En différentiant la première de ces relations et tenant 
compte des deux autres, il vient celles-ci 


cr dx +y.dy +zdz=0o, xdx; + ydy;+zdz —=0, 


dont la dernière équation exprime que la droite om est 
perpendiculaire à toute direction définie par les quantités 
dx;, dy1, dz; (p. 191), c'est-à-dire au plan tangent en m:. 
Par suite 


d’où résulte 


+ + F ps 
QE ="; =" 
Daft [afi\ EL fret 
1 AE 
CITE T: 


Les surfaces qu'on vient de considérer ont été nommées 
réciproques par M. Mac-Cullagh. 
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Observons que le lieu des points H est la podaire (n° 235) 
P de S. Deux points correspondants de P et de S, sont donc 
liés par la relation Orn.OH = £%*; on dit alors que la 
courbe S, résulte de la courbe P au moyen de la transfor- 
mation par rayons vecteurs réciproques. Ce mode général 
de transformation donne souvent d’intéressants résultats. 
(Voir Pau Serrer, des Methodes en Géométrie). 


681. De l'équation o(x, y, z) — o de la surface, on tire 


pra y 9 ent 
NE LCR n— Due 
I 0g? 09° do? 
VAR OZ! dy © Qz:? 


l, m, n étant les cosinus directeurs de la normale MN au 
point M(x,y,2).. 

Soient en outre &, 6, y les cosinus directeurs du rayon 
incident qui aboutit en M, et qui rencontre en un point 
U(E,n, 0) la surface Z à laquelle tous les rayons incidents 
sont perpendiculaires. Posant M = À, on a 


(1) D Ole Te NS 0 OR 


Si 1, 61, 71 sont des cosinus directeurs du rayon réfracté 
qui passe en M; £,, "1, 6, les coordonnées d'un point p, pris 
sur ce rayon à une distance de M égale à 2,, on a aussi 


(2) Er 0/4 m—Y =, G—z—=yh, 


et il s’agit de prouver qu'on peut déterminer h, de telle sorte 
que les rayons réfractés soient normaux au lieu des points pu. 
Or, en différentiant les équations (1), on en tire 


dé — dx + adh + hdx, dn = dy +6dh + hkdé, 
dé = di + ydh + hd), 
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et par suite 
a dE + 6dn + y dé = a dx + 8 dy + ydz + dh= 0, 


puisque la droite uM est normale à la surface Z. Les équa- 
tions (2) donnent de même 


(3) «dé + 6:dn: + ndG = a dx + 6, dy + y,dz + dh. 


D'un autre côté, la première loi de la réfraction exige que 
le plan qui renferme le rayon incident et le rayon réfracté 
contienne la normale en M. On exprime ce fait en écrivant 
que l’axe du plan u MAN est parallèle à celui du plan u; MN; 
c'est-à-dire qu'on a, £ désignant l’angle d'incidence, r celui 
de réfraction, 


En — ym  6n—ym ne CPE à LT 


sin £ sinr Sin re sin r 
am Oum. 6,1 
SET 0 Wen 
d’où 
l ni m LS n É 
(4) œ— ak  6—6,k y—7y4#? 


k est ici l’indice de réfraction. 


Comme on a 
ldx + mdy + ndz—=o, 


on tire des équations (4) 
a dx + 6dy + ydz = ka dx + 6, dy + ydz) = — dh, 
ce qui transforme la relation (3) en la suivante : 


th 
a dE, + 6: dn: + y dG = — — + dh,. 


. / » 
Il suffit donc qu’on ait dh; — — pour que les rayons ré- 


fractés soient normaux à la surface des points u, et par suite 
à toutes les surfaces parallèles. 
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Ce théorème remarquable a été trouvé par Malus, dans 
le cas virticulier où les rayons incidents émanent d’un 
même point. La première démonstration qu’on ait donnée 
du cas général est due à Charles Dupin. 


682. Prenant le point donné pour origine et la ligne don- 
née pour axe des x, l'équation de l’une des sphères sera 


x'+ y? +z'—2ax. 


Si l’on désigne en outre par =, " 


relatives à la surface inconnue, on est conduit à intégrer 
l'équation 


les dérivées partielles 


02 F'+z— 2x y Oz 


On trouve 


D nn ete Élen ML (Z) - 
# 21° b2 
683. 9 ( D) — 0. 


684. On trouve immédiatement, en prenant À pour ori- 
gine et AB pour axe des z, 
Ôz Oz L 
LACS A ET a(x°? + y° + 2°)*, 


dx OY 


équation qui a pour intégrale 


cfa], (2 


Fe 
ces Le GERS da Po 
DE ASE Énrel ES a 
On déduit de là 
RER: (m—1)xrdx (rar t 


SOLUTIONS. 453 
et, en intégrant, 
= (mie + (n— 1)? + €. 
686. De l'équation connue (n° 316) 
prés) —p(i+p+qg)l(+p')é—2pgs+ (ri +ag)r] 


A Von 2 Um MU 0 Ver 1 
on tire 


(1) (G+p')t—2pqgs+{(1+gq')r= 0, 

et l’on a aussi 

(2) z=q(x +7), 

l’axe des z étant pris comme axe de révolution. Si, pour 
abréger, on représente x? + 9° par &, et qu'on tire de l’é- 
quation (2) les valeurs de p, q, r, s et t pour les porter dans 
l'équation (1), on trouve 


do av do el 
Ge ne. rs ann (2 AN EE ee À 0 


En intégrant une première fois, il vient 


de? I 


de «(Ca —4) 


ou, en posant a — u”, É— ds 
dy? a? 
du?  u?— a 


On déduit de là 


+ 2+C' _\s+ 0 
2 


ce qui fait voir que la surface cherchée est celle qu'en- 
gendre une chaïnette en tournant autour de son axe, et 
que M. Lindelüf a nommée caténoïde. 
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Ce problème est un cas particulier de celui où l’on de- 
mande la surface de révolution dont la courbure moyenne 
est constante, surface qui jouit aussi de la propriété de 
circonscrire un volume donné sous une aire maximum. 
Delaunay a donné une élégante solution du cas général en 
prouvant que la courbe méridienne de la surface est celle 
qu’engendre le foyer d’une ellipse ou d’une hyperbole rou- 
lant sur l’axe des z (630). Quand la courbure moyenne 
est nulle, la courbe roulante est une parabole. (Journal 


de Liouville, t. VI.) 
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RÉSIDUS, FONCTIONS ELLIPTIQUES, ÉQUATIONS 
AUX DÉRIVÉES PARTIELLES, 
ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 


QUESTIONS. 


687. Trouver la valeur de l'intégrale 


+ dx 
JE 12 


688. Trouver la valeur de 
FT? cosax dx 
à 1+ 


689. Trouver la valeur de 


. 
SINnAXT 
41 dx. 
VAL 
0 


690. Trouver la valeur de 


pe) 
cosaæ 
fl æ dr. 
À æ 


691. Trouver la période de 


NP - 
f£ dz. 
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692. Trouver la valeur de 


el 
I I 
SL DAT Mes 
is TE +14 Vi— x? 


693. Trouver la valeur de 
2T 
CE log(i+ 2r cos + 7?) cos0 di. 
0 


694. Démontrer que pour toute valeur de x 


I ez dz I 


—————— Ù—— 


2Ti AMEN TTL) 


? 


l'intégrale étant prise le long d’un lacet ayant son origine 
à l'infini et son point critique à l’origine. (Herne.) 
695. Intégrer l’équation 


dy 
dx 


dy : 
TA NET )+2(n+2)æx 


+(n+2)(n+1)y =0, 


sachant que, quand n est entier, elle est satisfaite en pre- 


nant 
NE 
res Ia 
696. Intégrer l'équation 


at 2 dy 2 
(æ?— 1) Da eve —n(n+I)Y =0, 


sachant que, quand n est entier et positif, elle a pour in- 


tégrale 
dr 
Pre (x? = 1). 


697. Trouver, sous forme d’intégrale définie, la valeur 
de la série 
x? æ# æ2n 


—— — © + ee + ———— + ce. 
2 12.2? 12.22,..n° 


nn. it te tt ds be, 
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698. Trouver la valeur de l'intégrale 


k 
f 8?(x) dx. ( Voir p.463.) 
V0 

699. Vérifier les formules (c) et (4) du Tableau n° 1 
(p. 464) et démontrer qu’en désignant par 8 l’une quel- 
conque des fonctions O(x), 8,(x), H(x), H,(x), la fonc- 

dx) 
(x) 
y remplace + par æ + 2K'5. 

700. Soit un rectangle ABCD dont les côtés AB — 2K, 
AC — 2 K’ sont respectivement parallèles à l’axe des x et 
à l’axe des y, la direction de À vers B étant celle des x po- 
sitifs et la direction de À vers C celle des y positifs; dé- 
montrer que la fonction 0 de la question précédente n’a 


A CENT TL 
s’accroit de la quantité — K quand on 


tion impaire 


qu'un zéro dans l’intérieur de ce rectangle appelé le rec- 


tangle des périodes 2K et 2 K’r. 


701. Trouver les formules qui donnent les zéros de 
O(x), 6,(x), H(x), H(x) (p. 463). 


702. Étant donnée la fonction F(z) aux périodes 2K et 
2K/7, qui n'a d’autres discontinuités que des pôles, dé- 
montrer que l'intégrale 


He . 
fr 5 es ee 


prise le long du contour d'un Feu des périodes (n° 700) 
à l’intérieur duquel se trouve un point #, a une valeur in- 
dépendante de £, et en donner l’expression au moyen des 


résidus de la fonction sous le signe /f. 
(Théorème de M. Hermire.) 


703. Vérifier les formules du Tableau n° 5 (p. 467). 


104. Si w(x) et L(x) sont des fonctions de mêmes pé- 
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riodes sans infinis et sans zéros communs, on à 


?'(b) Y'a) = NP) NES 
2 ut (a) 2% Ya) 


« désignant les infinis, a les zéros de (x), Ê les infimis, 
b les zéros de d(x). 


705. Trouver les fonctions F(x) telles que, si l’on pose 


on ait 
(2) F(z')= F(x). 


On prouvera d’abord que la question se ramène à la re- 
cherche des fonctions qui prennent la même valeur quand 


on y remplace la variable par — 


706. Soient x?+y?—3—0, ax?+ by?— z?—0 
les équations de deux coniques À et B rapportées à un 
triangle autopolaire commun ; si l’on définit un point quel- 
conque M de À au moyen d’un paramètre © par les équa- 
uons 

7 JS 

cn ® sn ® 
et un point N où la tangente en M rencontre B par des 
formules analogues au moyen d’un paramètre d, démon- 
trer que la relation qui lieles paramètres des points cor- 
respondants M et N exprime que © — Ÿ est une constante. 


707. Si l’on considère un polygone dont tous les côtés 
touchent une conique et dont tous les sommets moins un 
se déplacent en demeurant sur une autre conique, le der- 
nier sommet décrira une conique. (PoncELET.) 


108. Trouver une courbe telle que, si l’on projette le 
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rayon de courbure d’un point sur l’ordonnée et celle-ci 
sur le rayon de courbure, le produit des projections obte- 
nues soit constant. Exprimer l’ordonnée de la courbe par 
une fonction elliptique de l’abscisse. 


7109. Trouver une courbe dont le rayon de courbure 
soit proportionnel à l'inverse de la normale. 


710. Trouver une courbe dont l’arc soit proportionnel 
au cube de l’ordonnée. 


711. Exprimer au moyen des fonctions elliptiques les 
coordonnées d'un point quelconque de la courbe 


Ti +YS+-ILY—T—Y = O0. 


712. Toute équation aux dérivées partielles du premier 
ordre linéaire par rapport aux variables et ne contenant 
pas la fonction inconnue peut être ramenée à une équa- 
uon linéaire. 


713. Soit l'expression 


di TE M …. pe 

0%: 0Z2 Th 
dans laquelle X,, X2, ..., X, sont des fonctions données 
de æ,, Æo, ..., Xn et uw une fonction arbitraire des mêmes 
variables ; si l’on remplace æ,, æ», ..., æ, par de nou- 
velles variables 3,, 3, ..., 3, liées aux premières par n 


relations linéaires de la forme 
&p — Œ p1 Ti + A p2 Ta + .…. + Apn Ln, 


p recevant toutes les valeurs entières de r à n et le déter- 


minant DE @,, Go... Ann étant égal à 1, on aura 
du ou ou 
Vi ++... +z; — 
À 03; ASS Ë 03» 
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Z1, Lu, ... désignant des fonctions de 3,, 32, ..., 3° On 


1, 


propose de prouver que 


OX4 . OX es OXn __ OL , O2 Fe Ra OL n. 
0x Te OT, "02, 032 14008 


et de généraliser celte proposition. 


714. Intégrer 


03 z Oz 
A A M A rs TS En RMAOEE ds . 


115. Intégrer 


ss 03 CE à 03 FA . Ôz 2 
? 0x: D OL 8 DAMES: Proc) Re 


7116. Quelles sont les fonctions dont le hessien est nul? 


717. Intégrer l’équation 


of\? of \? 
Ge) + ($) +) =» 
el montrer que f = const. représente l’équation des sur- 


faces parallèles. 


718. Intégrer les équations simultanées aux différen- 


tielles totales 
dx = x du + y dv, 


dy = y du + x dv. 
719. Intégrer l’équation aux différentielles totales 
(y? + yz) dx + (x? + x2) dy — xy ds = 0. 
720. Intégrer l'équation aux différentielles totales 
(1) X dr +Y dy +2Zdz =, 
où l’on a 


X = 3?— xy, Y=22— yz, L=7y?— x3, 


“ édit été 
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et montrer qu'il existe un facteur qui rend intégrable le 
premier membre de cette équation ainsi que les différen- 
elles 


w X dy + Y ds +2 dx, 
X d3+Y dx +2 dy. 
721. Soient 
(1) p(æ, y) =0, Y(æ, y)=0 


deux équations algébriques, R(æ)=o, S(y)=o les résul- 
tantes obtenues en éliminant entre elles et y, D(x,7) le 
déterminant ®,0,— d,9,.et F(x, y) une fonction entière 
quelconque ; démontrer que, si l’on développe 


F(x, y) 
R(æz)S(y) 


suivant les puissances décroissantes de x et de y, le coef- 


ficient de — dans le développement est égal à 
bo 


F(Zp; Jp) à 
D(Zp; Yp) 
la somme s'étendant à tous les couples de valeurs x,7,, 
LaV2s ce. Cp Ÿp Qui satisfont à (1). (Jacosr.) 
Nora. — La solution de cette question servira à résoudre 


les questions qui suivent. 


122. Les points d’intersection (æ1, Yi), (2, Ya), 
des courbes o(x, y) = o fixe de degré m et d(x, y) — 0 
variable, mais de degré fixe 7, satisfont aux équations dif- 
férenuelles 

> F(Xp,Yp) dtp 


Da (Xp; Yp) 
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et où F(x, y) désigne une fonction de degré m—3, 
d’ailleurs quelconque. ‘! (ÂgEL.) 


123. Montrer que le théorème de l’additign des fonc- 
tons elliptiques est une conséquence du théorème précé- 
dent. 


124. Montrer que l'aire d’un segment de courbe du 
troisième degré peut toujours s’obtenir au moyen des 
fonctions elliptiques. 


725. Trouver les lignes de courbure de l’hyperboloïde 
à une nappe, en s'appuyant sur ce fait qu’elles partagent 
en parties égales l’angle des deux génératrices qu'elles 
rencontrent. 


cuil. pus à 2 met 
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SOLUTIONS. 


Formules concernant les fonctions elliptiques. 


(NOTATIONS DE JACORI ET HERMITE.) 


Tasceau N° 14. 


n= 
O(x) — > Cryranratanni) 
n= —o 
2TT 3% 
TE 20 ho Ni ant 
1 2q COS K 0 q cos —e 29° COS — +. 


n = 
AREAS PT 
O,(x) = Ÿ 62 
n = —@o 


TT x 2T TX x 3TT 
=I1+2g RS 22 4 org +2q QE Error +. 


3 1 AC +1) + wi | 
H(æ)= = 2! SE AS Pt TPE a 


L 


L TX Ne AG | 7 ain? T? 
—=92q# sin-— —92 in 2 Tr € SR, mt à 
7 2K T5 2 K mA 2K d 
n = ‘a 
! ET TR Ler+ ur wi] 
HAT 3 € A 
= —@ 
1 ki ? FLE 25 Mere 
=92q" cos — + 29* COS —— Co 4e 
7e 2K 7 2 K 7 2 K è 
PS 
I é K 


O(æ+ K)=0@i(x),  H(x+ K)= Hz), 
5 E(æ+ K)=0(x),, Hi(æ+ K)=—H (x), 
|ÉSérneer |: Vi H (x+2K)=—H (x), 
(x +2K) = 8@,(x), H;(x + 2K) = — H;(x). 

4K est une période de 6, 6,, H, H,, 
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c) 


e) 


(SP) 


fl 
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rt 


(Suite du Taszeau n° 1.) 


Ti 
1e : — (2x +K'i) 
0:(7 + Kr) = yH(r)emts ; 


_Tioxen'i 
6,(r+ K'i)—= H,(z)e *K ; 
ri 

: 2 — — (2x7 +K'i) 

HUrE AK x) = Re (rer * 
Ti _ 
Hi(r+ Ki @i(r)e #70 
LE : <ThxtK 0) 

8 (t+2K'7)=— 68 (x)je , 


Tlxek'i) 


O,(x+2K'i)= Oi(x)e K ; 


RCE) 


H (æ+2K'i)=—H (x)e 


(a+ Ko) 


Hi(æ+oK'i)= Hi(zhe 

8 (—xz)=0 (x), H(—x)=—" (x), 
i(—z)=@(z),  Hi(—æ)= Hi(æ), 
Zéros de @ (x)...2mK+(2m'+1)K"1, 

» H (x)...2mK+om'K'u, 
@i(x)...(2m—+1)K +(2m'+1)K'r, 
» H;(x)...(2m+1)K+om'K'r, 
H?(0)82(x) = 0?(0) H?(æ) + 8%(0) H?(æ), 
8?(0)8?(x) = H}(o) H2(x) + 82(0) 8? (x). 


TE 
ÿ 


T'asceau n° 2. 


(i— g?)(1— g#)(1— g$)...= 0, cos = 
0 (x)= c(1—2gÀk+ qg?)(1—2g8À + g6)..., 


} @i(z)=c(i+2ghk+gt)(i+2g8À + g6)..., 


TT 


1 
H (æw)"= "2 cg "sin KU—29} + gt)(1—2qgtÀ + g8)…, 


À 
AN) — 2 eq cos (1+ 2q42h + g')(1+2q#À + g8)..… 


étonne 
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SOLUTIONS. 


TaBLEAu N° 3. 


sinamæ = snx = —— Eten 
Ve O(x) 
cosamæ = en = { / À. LEA 
k 6(x)- 
o£ eds  1(x) 
(a) Aamæ = dnx = ÿ# oué 
ne pate patte. ME 
be) 
_ Hi(o) _ HG) y 8%(0) 
@f(o)  6?(0) @i(0) 
k2+ K'2— 1, 
; dx 
= rene eh 
fs Penes 
(8) 
. f: dx 
LE CPE ETS PEN TER TU 
: Va—zx?)(1—K2x?) 
sn0 — 0, CHOr=1F, dno = 1, 
DNET, cnK = 0 die 
sn2KE= 0; cn2K =—1, dn2K =, 
(c) sn KT co, cnKti= dn K'& = o, 
sn(2K + K'z) = co, cn(2K + K'z) =, dn(2K + K'z) = «, 
sn( K+K'i)= 7 cn ( K+Ki) = %, dn( K+K':)=— 0, 
sn(—T)=—sn#, cn(—x)— cn?, dn(—x)=— dn>x, 
sn(2K—x)—= snæx, cn(2K—x)—— cn, di(2K=— r) = . dir, 
sn(2K+zx)=—snx, cn(2K+x)=— cn, dn(2K+zx)— dnx, 
cnæ [Sn T ss: k' 
sn(K—x)= ) cn(K —zæ) — pes u(K—v)= de 
cnæ , Sn? ne k' 
sn(K + x) = RER cn(K+ x) RTE dn(K + x) — neue 
4 L ANNE TE at Val ECHO 
sn(x+ K'i)— Free cn (x + LORS dn(æ+ K'i)—— er 
sn(x+2K'i) = snx, cn(æ+2K'i)=—cnx, dn(x+2K'i)——dnx. 


Frener. — Recueil, 


30 
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(Suite du Tasreau n° 3.) 


Fonctions. Périodes. Zéros. Infinis,. 


CAIN DE 4K, 2K'z 0,2K K'i, 2K+ K'c 
(c) CDR RE 4K,2K+0oKi K—K  K'i,2K+K': 
ADR. 4K, 2K'c +K—+K'z K'c,2K + K'z 


Tagzeau n° 4. 


snacnb dnb=snbcnadna 


ma — 
te) 1— 2? sn2a sn°?b € 
cnacnb=snasnbdnadnb 
ee a ue RÉ TR USSR 
(a) cen(a+b) Re nr ; 
CS ON a RER D NOR NERO 


\ 1— £?sn?a sn?b 
2snacnadna 
SU2 see RES ED 
1— ksn*a 


cn?a— sn?a dn?a 


(b) HR AD DENT TEAM à % 
dy sn?@ — Css cnias 
| 1— £snïa 
ee nr demarre ere 
snÀ+snu— Gsna cnb dnb, 
cnÀ+cnu— Goecna cnb, 
dnÀ+ dnu— Gdna dnb, 
(6) snÂ—snu— Gsnbcnadna, 
enÀ— enu=— Gsnasnbdna dnb, 
dnÀ — dnu=—Gk?snasnbcnacnb, 
| enÀ dnu+cnmdnÀ= Gecnadnacnb dnb, 
en À dnu— cnudnÀ =—G#k?snasnb, 
(d) snkdnu+snudn\À= Gsnadna cnb, 


sn À ddu—snmdnÀ= Gsnbdnbcna, 
snÀcnu+snuwcnA—=  Gsnacna dnb, 


\ snÀ cnu—snup cn) — Gsné cnb dna. 
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Tarreau n° 5. 


dsnx 
ne tee DEC dnx, 
(a) _. =— snx dnæ, 
ee = — k?snxcnæ. 
Équations différentielles. Intégrales. 
d 
Te = y(i—z)(1— 22)... 3 =Ssn? 
dz ! 2 I 
ee ae CA re Mine 
da k? 
era — 2? + — 3? = 
Fe (1 )(: + pas) 3=CcnT 


dz I 
er. 2 CE 8,2 [24 1 
sa este (+ #4). NS 


dz 22 
nn (z (= es) z = dnx 


dz et 
Me, 27 (RSI) se Le 
HS ÉNEE HÉRENEUEES SE dnz 
\ dz PRET CO HRE GTS PET 
Tr = Vs) (+ 4232)2.0.0 3 =tinx 


dz ; 22° I 
Œ=-rp/u+an(it E SRE arr 


dz sn æ 
— —= «2 32 _1k"2g2)e = ——— 
se Vi Az) (1— k'222) 3 Te 


dz a — dn x 
Sie 2 2 2 — "2 0. — Letg 
es VCA2+ 32) (32 — 2) LE Tr 
tr 00 RE 
Ra (1— 32) (1 C Preis er 
dz es dn x 
— —= 22 ç2 — ANS NINR TZ 

dx va PAR rs x en x 


(Voir p. 488.) 


Nota. — La constante arbitraire a été omise dans les intégrales pour 
abréger. 
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687. Rappelons en quelques mots la méthode de Cau- 
chy que nous allons appliquer : elle consiste à remplacer 
l'intégrale à évaluer par une autre prise entre les mêmes 
limites, mais Le long d’un contour différent le long duquel 
l'intégration est plus facile; la différence des résultats est 
égale à 27é multiplié par la somme des résidus de la fonc- 
tion à intégrer relatifs à ses infinis ou pôles contenus entre 
les deux contours, mais cette méthode suppose la fonction 
uniforme et bien déterminée entre les deux contours. 


+ 
ES dæ 
L'intégrale f 
MAMA 


est égale à 


d dz 
>] 
1+ 34 


prise tout le long de l’axe des x. Remplaçons cet axe par 


le contour formé d’une demi-circonférence décrite de l’o- 
rigine comme cenire au-dessus de l’axe des x avec un 
rayon 7° infini; nous aurons 


1e 
— 


r . # 4 I e D 
e désignant la somme des résidus de me: relatifs aux in- 
2 


® reti: db 
1+ r'eidi 


+ 2TiE, 


finis contenus au-dessus de l’axe des x. Comme r doit 
être supposé infini, l’intégrale qui figure dans le second 
membre est nulle et la valeur cherchée est 27e. Éva- 
luons €; les zéros de 1 + 34 situés au-dessus de l’axe des 


x sont racines de 1+ x°— o et égaux a (: +i)=aet 


V?(—545)=—/; on a donc 
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ou 


€ — — n V2i; 


+ © 
1 œ < LE T. (Voir n° 386.) 


688. Pour évaluer cette intégrale, nous la remplacerons 
par la suivante 


I RER oh 
LT ee te 


qui n’en diffère que par l'addition de 


*zsinax dx 
TE pe 4 € 
= 1+ xt 
— © 


L'intégrale (1) que nous voulons évaluer n’est autre 
chose que la suivante, prise le long de l’axe des x, 


exzi dz 
1 + 34 


Supposons & > 0, etremplaçons le contour d'intégration 
par une demi-circonférence de rayon r infini, décrite de 
l’origine comme centre; appelant es la somme des résidus 
relatifs aux infinis de la fonction à intégrer, nous aurons 


D Fi 200 0 bur(cosÿ+isin); ; roi 10 
RS +" 2TUE 
LE où pe pR end 


Comme & est supposé positif, l'intégrale qui figure dans le 
second membre est nulle et l’intégrale cherchée se réduit 
à 2 re, et, en procédant comme dans le numéro précédent, 
on trouve 


A à . Ÿ 
. 3 (00522 ae nt? ), 
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et par suite la valeur cherchée est 


_ V3 “ , _ 
V2 re %2 de Le + sn), 


2 


d’ailleurs, si à était négatif, comme l'intégrale ne change 
pas de valeur en remplaçant à par — &, on obtiendrait sa 
valeur en remplaçant & par sa valeur absolue. 


689. Nous supposerons a > o, l'intégrale changeant de 
signe avec «; nous supposerons, en outre, m compris entre 
1 et 2, pour que l'intégrale soit finie; on connaît d’ailleurs 
sa valeur pour »m — 1. L'intégrale en question est égale à 


sin 43 dz 
gm 4 
prise le long de la partie positive de l’axe des +, ou, si l’on 
veut, c’est le coefficient de z à un infiniment petit près re- 


eXzi dz 
PAUL / 


prise le long de l’axe des x positifs à partir du point 


lativement à e de 


et 


d’abscisse €. La fonction n'ayant pas de point cri- 


tique dans l'angle des coordonnées positives, on peut 
remplacer le contour d'intégration : 1° par un quart de 
cercle décrit dans l'angle des coordonnées positives 
avec un rayon € de l’origine comme centre; 2° par un 
quart de cercle de rayon infini décrit de l’origine comme 


centre dans l’angle des coordonnées positives; 3° par l'axe : 


des y positifs, abstraction faite de la portion contenue à 
l'intérieur du cercle de rayon € dont il vient d’être ques- 
tion. Le coefficient de £ dans cette dernière intégrale 


élant infiniment petit, si l’on néglige les parties réelles, | 


D me. 
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on pourra écrire, en remplaçant 3 par #£ et en observant 
que la seconde intégrale est nulle, 


fr sin ar dr . “ eat dti 
————————— L — CITE 10 + Ru | 
WA | 
€ € PAUL (— rj? 


etilest bien entendu que la partie réelle du second membre 


m 
doit être négligée; quant à(— 1}, 1l faut en prendre la 
valeur qui a le plus petit argument positif, à savoir 


mr Ste AUT 
COS — + ZSin —; 
2 2 


on aura donc 


Dis 2 
sinar dr . : MI OP E TNIT 
— 1 = eat dtit-m| cos —— — sin — }; 

£ æ'n e 2 2 


d'où l’on conclut, en faisant tendre & vers zéro, 


Le] À Le] 
sinaæ mT 
re e-%t{-m dt cos —; 
0 ænt 0 2 


fe eat {-m dt = EUSETe [p- 297, (A)] 
0 


mais 


al—m 


et, en vertu de 


Pinm)T Gi-m)=.s— 2 D 
(m)T(i—m)= 2 [p.297 (D) 
_ ran—-1 
(| RER al 

à (m)sinmr 
On a donc 
IE Tam—1 1 EX PE LL, l 
—— TX = 10 — = - ——— ——°2 
d æm F(m)sinmr 2 DE r(m) 


A 


690. Cette intégrale, en supposant » compris entre o 
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et 1, peut s’obtenir par un procédé ‘analogue à celui que 
nous avons employé pour obtenir la précédente, ou en 
différentiant celle-ci par rapport à a. 


691. La fonction w, définie par l’équation 


1 


est, pour chaque valeur de z, susceptible de prendre une 
infinité de valeurs. En effet, tous les chemins d'intégration 
qui mènent du point 1 au point 3 se ramènent : 1° à l’un 
d’eux À ne passant pas par l’origine; 2° au chemin A pré- 
cédé de lacets ayant leur entrée au point 1 et leur centre 
au point zéro. En appelant alors a la valeur de l'intégrale 
prise le long du chemin A et / la valeur de l’intégrale prise 
le long du lacet, les diverses valeurs de w seront données 


par la formule 
u = à + nl, 


n désignant un entier positif ou négatif quelconque. / est 
. ; k . . 5% Poe eZ s 
d’ailleurs égal à 274 muluplié par le résidu de - relatif 


au point zéro : ainsi /— 21. 


692. Cette intégrale est une de celles pour lesquelles 
on peut obtenir l'intégrale indéfinie, comme on le voit 
n° 409, mais la méthode de Cauchy conduit plus rapide- 
ment au but. Nous supposerons a réel. 

Intégrons la fonction 


I 


(22+ a?) ÿi— 2? 
Je long d’un cercle de rayon infini décrit de l’origine comme 
centre, nous aurons évidemment un résultat nul; mais 


on peut remplacer ce contour par tout autre renfermant 
les points criliques — 1, +1, — ai, + ai (fig. 30), car la 
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fonction reste monodrome à l’intérieur de tout contour 
contenant les deux points — 1 et +1; nous suivrons alors 
le chemin formé des quatre lacets ayant leur entrée à 
l’origine et pour centres de leurs cercles les points criti- 
ques. Commençant alors par suivre le bord droit du lacet 


1 
+ 1, nous aurons l'intégrale f G dz : l'intégrale le long 
0 
du cercle du lacet + r est nulle; nous avons ensuite l’inté- 


0 
grale f — G ds: la valeur de G qui y figure est précédée 


+ 


Fig. 30. 


du signe —, parce que la fonction G n’est pas mono- 
drome autour du point +1 et change de signe quand = 
effectue une rotation autour de ce point; en sorte que 
le lacet +1 fournit à l'intégrale que nous cherchons la 


contribution 
1 
à f G dz; 


A, 


suivant ensuite le bord droit du lacet ai, nous obtien- 
drons une intégrale qui, combinée avec celle que l’on 
obtient en suivant le bord gauche, donne zéro. Enfin il 
faudra évaluer l'intégrale prise le long du cercle de ce 
lacet; elle est égale à 2x2 multiplié par le résidu de G ou 
plutôt de — G, puisque G a subi tout à l’heure un chan- 
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gement de signe. Le lacet at fournit alors la contribution 


: I — T 
OMIS — Te 
2aiyi+ a? avi+ a? 


On verrait de même que le lacet — 1 fournit la contribution 


— 1 0 0 
Le —Gds+ | Gds=» | Gas, 
0 DEEE" | /—1 


le lacet — ai la contribution 
—T 


avira 


en sorte que l’on a 


of Gas+a [ GYr TReReR 
aÿi+ a? 


et, par suite, 


4Ù dz ES Fe 
a (a?+ 32)W1— 23? ayi+ai 
693. Nous distinguerons deux cas suivant que r sera 


plus grand ou plus petit que 1. Supposons d’abord r <1 


et considérons l'intégrale 


log(1+ 2) 
JE dz. 


Si nous la prenons le long d’un cercle décrit de l’origine 


comme centre avec un Fee r, elle sera égale à 27e 


og(I1+z) 


ps relatif au point 3—0, 


multiplié par le résidu He 


; & : d S 
résidu égal à la valeur de 7: log(1 + 3) pour z —=oouà1. 


On aura donc 


Ari de ( Ô+ rt, +rarctan SL 
rére og(1 cos r C —— 
GET S1+rcos0 


REUTT — isinû 


di, 
r 


SOLUTIONS. 
d’où l’on tire 


27 
| mr | log(i1+ 2r cos + 72) cos0 dû 
0 


27 . 
r sin u 
+ [ arc tang ———— sin 0 d0, 
À 1+ r cos 
(1) 


27 : 
= log(i+2r cos0 + r?)sin0 dû 
0 


2T : 
r sin0 
— arc tang ——— cos 0 db; 
: 1+ 7 cosô 


? 


mais le long du cercle de rayon r on a encore 


flog(i+z)dz=0o 
ou 


15 : r sinÔ 
_ log(i+ 27 cosû + 72) + & arc tang ————— 
< | 1+ r cosÙ 
x r(cosû + zsin0) dû; 


d’où l’on tire 


2T 
— (k log(i+ 2r cos0 + 7?) cosû dû 
«0 


EL r sin0 
— arc tang ——— sin0 dO, 
: 1+ r cosÔ 
(2) 


2T 
= f RAC REAUESS EUR do 
0 


27 r sin0 
Fo arctang cos0 dû, 


rer 7: 4 


En combinant les formules (1) et (2), on trouve, entre autres 
formules, 


2T 
mr fi log(1+ 27 cos0 + r2) cos d0. 
0 


+ Une marche analogue permettrait de traiter le cas où 
r>1, mais le résultat serait plus compliqué. 
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On peut observer qu’en intégrant par parties l’expres- 
sion proposée, elle prend la forme 


Ii sin? 0 0 
2r 


Vierar cos ere 


et, l'intégrale étant indépendante du signe de r, on voit 
facilement qu’elle est égale à 


we sin20 dû 
2 RS DE RNCS PRET ACT |) 
À 1—2r cos + r2? 


\ 2 x T . , 
c'est-à-dire à - pour 7 <1, en vertu de l'intégrale de 


Ne) 


Poisson donnée au n° 456. 


694. On sait que l’importante formule de Cauchy 
1 ACER us 
nf ds) 


où f(z) représente une fonction continue et monodrome 
à l’intérieur d’un contour donné S et sur le contour même, 
æ désignant un point intérieur à ce contour, conduit à 
celle-ci 


(1) AERSARIEN a — | 


dænr1 2T 1 (z— zx)? 


Or, si l’on fait dans cette dernière f(z)—= e° et x = 0, 
on voit immédiatement que la relation proposée existe 
pour toutes les valeurs entières et positives de », et l’on 
peut supposer que le contour d'intégration est, soil un 
cercle décrit de l’origine comme centre, soit un lacet 
ayant ses bords sur l’axe des x négatifs et son point cri- 
tique au point o, etc. Il s’agit de prouver que cette même 
relation a lieu quel que soit 7. 

À cet effet, supposons 7 compris entre o et 1 et prenons 


non tt 
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pour contour d'intégration : 1° l’axe des x négatifs de — 
à 0; 2° un pelit cercle de rayon e décrit autour du pointo; 
3° l’axe des + négatifs de o à — ©; nous aurons 


et dz ex dx T° ex dx 
— — - + (cos2ntr—1sin2nr), 
z't stat æ!t 0 VAL 


l'intégrale le long du cercle étant nulle, et la dernière in- 
tégrale se trouvant multipliée par cos2nr —tsin2nr, 
parce que la fonction z* est multiplhiée par la puis- 
sance n“% de l'unité cos2nr + {sin2nr quand le point 
3 effectue une rotation autour de l’origine; on a donc 


0 
ez ds et dx 11. 
Fe x (1— COS2NT +1:SiINn2An7T) 
— % 


ou, en changeant æ en — x, 


ez dz ® I— COS2AT + LSIN2nNT 
à 3" FA COST — LSINANT 


ou enfin 


ez dz Ls . ; 
a e-tz-n dx.2sinnri 
zn F É 


ez dz : j 
ÿA = 92snnrtl(i—n); 
z't 


c’est-à-dire 


mais (p. 297) 
en. T 
T(n) sinnr 


, CAE NIAT ; 
z  L'O7E) 


I ez dz I 
(2) me 


2TL z" r(n) 


T(1—n)— 


donc 


et, par suite, 


Cette formule, établie pour le cas où z est compris entre 
o et 1, est facile à généraliser; 1l suffit, pour cela, d'inté- 
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grer par parties en supposant que l'intégrale qui figure dans 
cette formule est prise le long du lacet considéré tout à 
l'heure et dont l’origine est à — +. On a en effet ainsi 


I CURE ez dz Re: 
2Tt|z" s'aHia| LPO) 


et, comme la partie intégrée est nulle, 


I ez dz I [ 


ORNE LAN A TON) 2 F(n +1) 


en faisant l'intégration en sens inverse, on aurait de même 


I ez dz 1 
ami) 2-1  T(n—:1) 
La formule (2), ayant lieu quand on augmente ou quand 
on diminue n d’une, deux, ... unités et ayant lieu pour 


toutes les valeurs de 7? comprises entre oet1 et pour toutes 
les valeurs entières de nr, est générale. 


695. De l'équation 


I 
1+ +? 


ou u(1+æ?)=:1 


on üre, en la différentiant n + 2 fois, 


di+2u dr+1u dn 
D Eole 138 2 LE et AE a 
PTE. (i+a)+o(n + 2) ss LR A GENS 
ou 

æ& y dy ce 
(1) Ta G+a)+o(n+a)z tr +(n+2)(r +i)y =0, 
en posant 
OR Le, 
% PT Jun — dur 1 +2? 


(2) étant, en supposant » entier et positif, une solution 
de (1). Cette équation pourra, dans ce cas, être intégrée 
complètement. 
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D'autre part, l'équation (1) du numéro précédent peut 
s’écrire 
dr f(x) _ 1.2.3. Lret fee f(z) dz 
( 


dan 2TL 3 —x)i+1? 


et, si l’on y remplace f(x) par , on voit que la solu- 


1 + ? 
ion (2) se présente aussi sous la forme 


es dz 
24 (s—æ)+I(1+ 32) 


ou, en négligeant un facteur constant, 


dz 
G) jrrenes 


l'intégrale étant prise le long d’un contour fermé conte- 
nant le point æ, mais aucun des points — #, + 5. Il est tout 
naturel de se demander si l’expression (3) ne serait pas 
encore une solution de (1) quand 7x est quelconque, et 
alors on saurait encore intégrer l’équation (1) complète- 
ment. Posant en conséquence 


dz 
(4) Nes 


et portant cette valeur de y dans (1), celle-ci devient 


dz 
(1 a 2?)(3 Le 2 à Laine 


X[G+2?)+2x(z—-x)+(z—-r}](n+i)(n+2)=0o; 


pour s'assurer qu’elle est vérifiée, négligeons le facteur 
(n +1)(n + 2); elle se réduit alors à 


À dz te 
(= FE æ)r+3 GE 


Cette formule a lieu quand » est entier : cela devait être; 
mais quand » est fractionnaire ou incommensurable, ou 
même égal à — 2, elle est fausse, parce que la fonction 
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placée sous le signe f n’est pas monodrome; cependant 
l'intégration peut être effectuée;'et le premier membre 
est égal à 
Gare DIT Mers 2)700 


(5) ; 
n +2 n +02 


z, est égal à 3,, mais nous employons cette notation pour 
indiquer que, le point 3 ayant tourné autour de +, les deux 
termes de la différence ne sont pas identiques, le second 
étant égal au premier multiplié par le facteur e-(#+2)-2mi, 
Cette différence (5) peut être annulée si n + 2 > 0, en sup- 
posant z,—= Z:— w; on satisfera donc encore à l'équation 
(1) dans ce cas, si l’on calcule y au moyen de (4), en pre- 
nant pour contour d'intégration un lacet ayant son entrée 
à l'infini et son point crilique au point +, ou tout contour 
équivalent à ce lacet. Si n + 2 <'o, il faudra prendre le 
point æ voisin du contour d'intégration et intégrer à partir 
du voisinage de ce point. 

Le cas où n——2 doit être étudié à part, mais il ne 
présente pas de difficulté, l'équation se réduisant à 


dy 
dx? 


— ©. 


696. On trouve une solution égale à 


2 nm 
Jess 

l’intégrale est prise le long de deux lacets ayant leurs points 
critiques en +, et, soit au point —1, soit au point +1, 
leur entrée commune est en un point quelconque du plan. 
(Voir l'exemple précédent.) 

L'équation proposée est satisfaite par la fonction de 
Legendre 

I 1 dn(æ?— 1} 


he pat.. yat 
FYTREL OS SAT On dx" 
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qui représente le coefficient de +”? dans le développement 
1 


de (1— 2x3 + z?) ?et jouit de propriétés remarquables. 
697. La formule connue du n° 694 donne celle-ci 


(1) | 1 FAÉPIC ÉTAT 
2TL AA NAT A. ne 

qui permet de représenter le terme général de la série pro- 

posée par une intégrale définie, et cela de plusieurs ma- 


nières. Il suffit, en effet, de prendre une fonction de 3 dont 
Fu S , à 4 = A æœ?n er 

la dérivée n° se réduise à ——— pour z—0; or 
LOS N ETC m2 .n 
est une des expressions les plus simples qui puissent con- 


duire à la solution du.problème, et si l’on pose 


æ' ezx 


LS) =; 


1.2:..7 


| l'équation (1) donne immédiatement 


=, ms 
2TL 1.2... nR.3741 


1,.2..7 


( æn ) [ æ' ezx dz 
Ji en résulte que la série proposée est égale à l'intégrale 


r(s+:) 

I ezx dz æ Ex? I e dz 
se. IH + — = +. ]= — —— 
2T1 Z z 1.2 232 2TL Z 


En intégrant le long d’un cercle décritde l’originecomme 


centre avec un rayon égal à l’unité, cette expression se 


réduit à 

” Din 
a. e2x cosÛ dÿ. 
2T, 


On arriverait au même résultat en partant des développe- 


ments 
2x 222? æer 
eL=I+ — + + ——— +.) 
I F2 OR CET 
v de 2 
ez I T Z À 1 LA E . g=N—1pn 
— = — + — + — +. + = +... 


- Z 2 1.2 142.3 TO on /L 


Z 
FRExET. — Aecueurl, 21 


(1) 
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multipliant ces deux équations membre à membre et in- 
tégrant par rapport à z le long d’un cercle décrit de l’ori- 
gine comme centre. 


698. Prenons la fonction sous la forme 


nTrT 


K 


ur 


6,(T)=1+2gc08 K 


+ 2 Hé AIRE 2? cos he 


S1 l’on observe qu'on a 


2 {o si m 2 7; 
JE cosmæx'cosnz' di'= ir 
) — SIN NN NE 
2 
M TT 
il en résulte, en posant xæ'= —; 
K 
Ê si mn, 


£ mTrT nt z 
f COS ——" 005 = 107 = UK : 
5 K K le si m = n. 


2 


En élevant maintenant la formule (1) au carré et en inté- 
grant les deux membres de o à K, on trouve 


K 
LL (x) dx = K+2q°K +2g8K +... 
0 
ou 


K 
4 O?(x)dx =(1+2g+2qt+2qg9+...)K. 
0 


On obtient d’une manière analogue les valeurs de 


K 2k 
1 6(x)dr, f AGE) dr, ee 
e 0 e/ 


0 


et cela au moyen de séries très convergentes, si g est no- 
tablement plus petil que 1, ce que l’on suppose ordinai- 
rement. 
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699. 1° La vérification est immédiate en prenant les 
fonctions sous la forme où figurent des exponentielles. 
Considérons, par exemple, la première des équations (c), 


(an a+ 2 nt K') 


@(æ)= E(—:1)7 a : 
d’où l’on tre 
[2nx+92(n?+n)K';:] 


(x + K'i DE SO NUE : 


On a aussi 


2 
fentes BE Ki] 


L H(z})= = 2 (— 1) e2K 
et, comme l’exposant de e dans le terme général de cette 
dernière formule ne diffère de l’exposant analogue dans la 


, r . , TL / . L . 
précédente que de la quantité KT + K’;) qui ne varie 
pas avec 7, la formule est démontrée. On vérifierait aussi 
les autres facilement. 


2° Il suffit de jeter les yeux sur les formules (a) et (b) 
| D’(æ) 
(x) 


une fonction impaire admettant la période 2K, et qu’on a 


est 


du Tableau en question pour reconnaître que 


bien 
Da 0 Cr) et 
(n) b(æ+2kK'i) 6(æ) K 


En particulier, si 0 — —= EP on à, en posant + 


nt C ) 
Z(x +2K'1)=2Z(x) — — 


Cette fonction Z joue un rôle important dans l'Analyse. 
az , ; 
On peut remarquer que —— et les trois autres fonctions 
dx 


analogues ont les deux périodes 2kK et 2K'c. 


700. Rappelons que, lorsqu'une fonction f(3)a pu zéros 
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dans un contour donné S, de telle sorte qu’on ait 


f(z)=(2—æm)(z—a)...(z - ay) 92), 


p(z ) ne devenant n1 nulle, ni infinie dans l’intérieur du 
contour, le théorème de ae sur les résidus donne im- 
médiatement la relation 


I J'(z) 
= —— da. 
NE TT (se) : 


En l''appliquant ici, nous avons à prendre l'intégrale 

6'(z) 

0(z) 
courons dans le sens ABDC. A l'exemple de M. Hermite, 
nous emploierons la notation (PQ) pour désigner la va- 
leur d’une intégrale prise en allant du point P vers le 
point Q, de sorte qu’on aura (PQ )——(QP), et la somme 
à calculer sera représentée par (AB)--(BD)-(DC)+(CA). 
Or les termes (BD) et (CA) se détruisent, car la fonction 
sous le signe admettant la période 2K prend la même 
valeur aux points de BD et de AC qui ont même ordon- 
née, et (AC) — —(CA). D'autre part, si 3 est l’affixe d’un 
point de AB, z + 2K'; est celle du point de CD qui a la 
même abscisse, et, comme (DC) —=—(CD), il en résulte 
que l'intégrale cherchée, en désignant par a l’abscisse de 


À, prend la forme 
MUC) B(z+2K'i) 
JÉ be eZ Re | 


et se réduit à 2x4 en vertu de l’équauion (1) du numéro pré- 
cédent, ce qui donne 


dz le long du rectangle des périodes que nous par- 


Lire 


Remarque. — Si w et w/ sont des périodes imaginaires 
d'une fonction, tout parallélogramme ayant pour sommets 


UNS NT 707! 
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un point a quelconque du plan et les points & + w,a-+w/, 
a+ w—+w, est dit un parallélogramme des périodes 
dont ABDC est un cas particulier. 


701. L'une de ces fonctions, H(æ), étant impaire, admet 
la racine æ —0; de plus, comme on a (Tableau n° 1) 


H(æ+2K) —=—H(x), 
: Et (æ+K'i) 
H(æ+oiK)=—He K 5 
il en résulte de proche en proche que la fonction s’annule 


en faisant 
æ=2mK+om'ikK, 


m et m' étant des entiers quelconques, et cette formule 
représente Loutes les racines de (x) = 0, puisque la fonc- 
uon H(x) n’a qu'un seul zéro dans le rectangle des pé- 
riodes 2K et 2K/7 (n° 700). 

En outre, le Tableau n° 4 (p. 464) permet de rattacher 
les autres fonctions de Jacobi à la fonction H(æx)au moyen 
des relations 

(x + K) =—H(x), 


Ti 


8,(æ+K+iK') ER AR RE Te 


ri 
: — — (2x+ikK) 
IL CA) 
im 

. , —— (27+57K 

e(r+iK')=iH(æ)e MT), 
qui montrent que les racines de H,(x)— 0, 6,(x)= 0, 

O(x)— o sont respectivement données par les formules 


æ=(2m+i1)K+aom'ik, 
æ=(2am+i)K+(2am'+rikK, 
Dre K + (am'+1)iK, 
(Tableau n° 4, p. 464.) 
H'(z) 
” H(z) 


702. Soit fait, pour abréger — Z (n° 699); nous 
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calculerons l'intégrale ñ 


a J FO2G—0 à: 


en raisonnant identiquement comme au n° 700 et, eu égard 
à la double périodicité de F(3), on voit qu’elle se réduit à 


L a+2K 
Fe l F(3)dz, 

quantité indépendante de #, et que nous désignerons par C. 

On peut avoir une autre expression de cette intégrale. 
Elle est égale, en effet, à la somme des résidus de la fonc- 
uon F(x)Z(z—1) relative aux pôles situés dans le rec- 
tangle des périodes. Ces pôles sont le point £ pour la 
fonction Z(z—+t) et les infinis de F(z). Or H(z—#) 
n'ayant qu’un zéro dans le rectangle en question, Z(3—t) 
n'a que le seul point Z — #, et le résidu correspondant est 
F(t): 

Quant aux résidus relatifs à F(z). supposons que cette 
fonction admette un pôle « d'ordre de multiplicité p. Le 
résidu correspondant R sera, comme on sait, le cocfficient 


de à dansle développement du produit F(a +h)Z(a+h—t) 


suivant les puissances croissantes de À. Or, par hypo- 


thèse, 
NE AE Tr EE SE res A, 
PP dERd era ï Re AMEN 22e 
ou bien 
A PE SA me A 
F(a+ h) = Die Re A ee 1 ne + File + k), 


la fonction F,(3) étant finie et continue dans le voisinage 
du pôle «. 
D'ailleurs, en appliquant la série de Taylor à la fonc- 
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tion Z(t—a—h)—=—Z{(a+h—t);ona 


RU M) = Ze) EE a) de AIRES x)+... 


(1 


(1 4 — 
AU np (UE 


il résulte de là que — R a pour expression 
AiZ(t—x)— A23Z'(t— a) 


A — 1)2-1A 
He LU a)... ANRT I(E — à). 
0 1.2.(p—1) 
Chaque pôle de F(3) donnant lieu à une expression du 
même genre, on a la formule générale 


C—F({)—5R 
ou 


F()=G+Y ai ARE EN TT es ee PET Gta 


(A) | gta 
CD Zu 2) 
\ -2.(p —1) 
où la sommation s'étend à tous les pôles de F(3) situés 
dans le rectangle des périodes. 

La relation (A), qui démontre que la fonction double- 
ment périodique F(z3) s'exprime linéairement au moyen 
de la fonction Z(2) et de ses dérivées, est due à M. Her- 
mite. Elle est très remarquable. « C’est l’expression ana- 
lytique générale des fonctions uniformes admettant les 
périodes 2K et 2K'; et n'ayant que des discontinuités po- 
laires, sous une forme qui offre la plus complète analogie 
avec celle des fractionsrationnelles décomposées en fractions 
simples. » (Hermire, Cours de la Faculté des Sciences.) 

Tous les termes du second membre étant des dérivées, 
on comprend la grande utilité de cette formule pour l'in- 
tégration des fonctions doublement périodiques. 
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103. Il suffit de considérer l’une,de ces formules, celle 
par exemple où l’on a 
I cn T 
(1) ere, mi Te 
tn æ Sn 
On trouve, en différentiant et ayant égard aux formules 
(a) du même Tableau, 


dz snx d.cnxz — cnr d.snæ dnx 


dx sn?T _ sn?x 


D'ailleurs, on tire de (1) 


el, par suite, 


dz : mi z°? 
ZE — — À} /a+3 )(1+ a) 


On vérifierait les autres formules avec la même facilité. 


Remarque 1. — 11 est bon d'observer que le Tableau 
n° D permet de calculer les dérivées successives de cha- 
cune des fonctions qu'il contient et, par là, d’obtenir au- 
tant de termes que l’on voudra de leur développement par 
la série de Maclaurin ou par celle de Taylor. C’est ainsi 
qu’on trouve, par exemple, 


Le, PONT RS 


SUD D leon RE AE PSS 
6 120 
Ko pk 
enæ =— "(x — K) + TOR 
“LS PA ALAEL. 
AT 
[20 
Remarque 11. — Ce même Tableau offre aussi l’avan- 


tage de fournir sur-le-champ l'intégration, au moyen des 
fonctions elliptiques, des équations différentielles de la 
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forme 


dz 
2 He TR 2 EN 
Les =AVE(Emz )(G TE m'z), 


le cas excepté où le radical serait imaginaire. 

Voici d’ailleurs, d’après Briot et Bouquet, les substitu- 
uons à effectuer dans les différents cas pour transformer 
l'expression 

dx 


en une autre de la forme 


dz 
gva—z2)(i— #2) 


où Æ est moindre que : : 


1° À positif, m——h?, m——h?,h> h/, on pose 


DMPASDOSILL, UT — LP hmi 
hæ = Vi 27; 


REDON PET MERE D", 


Z 
RE 
4 A négatif} m——h?,0m — h"?®; 
I 
eV 
, : ne 2 1 ER L 12 L ! 
5° À négauf, m=—/l@,;m=—ht,h>k, 


k' x — V:- rt 
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704. Considérons deux fonctions entières, l’une o(x) 
de degré m et l’autre d(x) de degré n, sans facteur com- 
mun; si l’on intègre le long d’un cercle de rayon infini 
décrit de l’origine comme centre, on aura À 


Li TREY PLAE eee 


@) 2Ti o(z)Ÿ(z) 


440; 


29'(3)V'(3) 
w(z)4(z) 
mais le premier membre de la formule précédente est aussi 


Si 5t 


a désignant une racine de #(+) — 0, et $ une racine de 


Y(æ)= 0. 


Supposons maintenant que (x) et d(x) soient deux 


puisque la limite de est nulle pour 3 =  ; 


égal à 


fonctions doublement périodiques, de mêmes périodes, 
sans zéros et sans infinis communs. l'équation (1) aura 
encore lieu si l'intégrale est prise le long du parallélo- 
gramme des périodes; mais, en appelant @;, a», ... les 
zéros de G(x), wi, &, 1. Sesinfints 0,10: les 7eros 
de (x), 4, Be, ... ses infinis, la formule (1) pourra 
s’écrire 
DRE DE — g'(a) 
(8) y(a) w($) Y(aœ) 


705. La relation (1) donne immédiatement 


ca—ac—b 
LE — ————— ———— 

æ'—u. (a—a)x+ac—ca+b  a—a a—a 
a —$  (a—f)x +ac—c$+b rap cha 


a—$ 


et l’on fera paraître dans le second membre une expres- 


sion semblable au premier en posant 


CA UC —I0 cf—ac—b 
— = 4, EE  — 
a —d a — À 


= ; 
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d’où l’on voit que « et 6 sont les racines de l’équation ob- 
tenue quand on fait = x dans (1). 


. 4 ur mp ! . 
Si l’on pose ——©° = k, on a la relation 
a—$ 

æ'—@ T—a 

ne 

æ'— 8 x — 
identique, au fond, à l'équation (1). La fonction cher- 
chée F est donc telle qu’en la considérant comme une 


foncuon f de à on aura 
dm'— œ T—a 
(2) (=) = ES): 


il en résulte, en vertu de (2), que la fonction f jouira de 
la propriété définie par l’équation / 


rise) 
Posons alors 


Er 9 
Fo d f(e“) = o(u), 


nous aurons 
o(u) =q(u+logé); 
mais logÆ est de la forme w + 2nmé, n désignant un en- 
tier quelconque. Ainsi 
o(u)=q(u+w+anTt), 
et la fonction o(u) a les deux périodes w et 2x4; par 
conséquent, la fonction f, en posant 


F2 5 


— eu 
Lx — 


devient doublement périodique. Pour former la fonction 


f(x), il suffit donc de prendre une fonction doublement 
ge 5 


7 —$ 


périodique o(u) et d’y remplacer w par log 
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S1 Æ était égal à 1, «& serait égal À $, et nos conclusions 
seraient en défaut ; la fonction que nous avons appelée ?(u) 
serait et périodique et aurait pour période 2x. 

Il est facile de constater que, si l’on pose (mod Fer 


3) (ES) (ee) 
X (1-42) On) À 


(Se EEE 


et par suite, si l’on pose 


on aura 


= UT) A =- (2) 


Fo = (Es) 


sf) =): 


706. Les relations qui définissent le point N doivent 


on aura 


être de la forme 
T Æ 1 il Z 


eny psnÿ q 


En exprimant que ce point est sur la courbe B, on trouve 


g = Va, p=1/5 


el, en écrivant qu'il est situé sur la tangente MN dont 
l'équation est 
Xcng+Ysnp—Z=0, 


on arrive à la relation 


(1) cnycnŸ + psnvsnŸ = 9, 


SOLUTIONS. 493 
qu'il s’agit d'interpréter. Or, on voit qu’elle présente une 
grande analogie avec la formule (n° 161, p. 25) 


cosæ cosy + sinæ sin y ÿ 1 — £?sin? CG = cos C, 


au moyen de laquelle Lagrange a exprimé l'intégrale de 


l'équation d'Euler [p. 120, (3) ], 


Vi— k?sin?® Vi Æ?sin? 
Si l’on pose en effet x = amy, y = amŸ, G=am, 


elle prend la forme 
(2) cn? cnŸ + snosn% dn6 = cn6, 


avec laquelle s’identifie immédiatement l’équation (1) en 
y faisant 


(3) p=(/5 = ant g=Va= cn; 


et comme, en vertu de (E), l'équation (2) est satisfaite par 
Ü—+(o+40),la proposition est démontrée. 
Des relations (3) on tire 


0 a 


FT Ga) 


Observons qu’on obtient aussi l’équation (2) en éliminant 
k? entre deux des équations (a) du Tableau n° 4 (p. 466). 


707. Comme on l’a vu dans le numéro précédent, les 
équations des coniques étant mises sous la forme 


a+ y?— 23? = 0, 


ax?+ by?— 3? = 0, 
on satisfera à la première en posant 


LR ROLE € 


cnoe snœ 
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et à la seconde en posant 


æ V % 


cn d a sn dn0 — cn 0? 
avec les relations 


I cn 0 l 

cn Ô en LENS, rennes de lu 

Va dnÔ V5 

Par le point M, de la première conique déterminé par le 
paramètre w,, menons une langente à cette conique; elle 


aura pour équation 
TCnoi+Yy SNnQO1— 3 = O, 


et coupera la seconde en deux points N, et N°, dont les 
paramètres Ÿ satisferont à la relation 


0—=E(p1 —) 
ou 
V=— o1 +0. 


Nous prendrons la valeur de Ÿ en N, égale à ©, + 0. Si 
par le point N, nous menons une tangente à la première 
conique, le © du pointde contact sera ©, + 20, et elle ren- 
contrera la seconde conique en un point dont le d sera 
®1 + 30 et que nous appellerons N,. Si par le point N, on 
mène encore une tangente à la première conique, le © du 
point de contact sera ©, + 40, et ainsi de suite. 

Le lieu des intersections de deux tangentes quelconques 


TCnPi+Y SNP1 — 3 = 0, 
æcn(pi+2n0)+ysn(oi+27n0) —3—0o, 


s’obtiendra en éliminant w, entre ces deux équations. On 
peut évidemment remplacer ces équations par les suivantes 


æen(m+n0)+y sn(p1+n0)—3—= 0, 
æcn(o—n0)+ysn(p;—n0)—3—0, 


(1) 
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d’où l’on tire par soustraction 


æ snn0 dn n0snv;dno;—7ysnn0 cno;dnvw, —0 


CELA 0 te: AMEN GrVe 
cn®, æ dnnôû dre 


en ajoutant les formules (1), on a 


ou 


y snvcnn0 dnn0ô+xenn0cny, = 3(1— #?sn2n0 sn?v;), 


et si l’on remplace snv, et cnv, par leurs valeurs tirées de 
l'équation précédente, il vient 


y?cen?n0 + x?cn°n0 dn°n0 — = dn?n0, 


équation d’une conique qui a même triangle autopolaire 
que les proposées. En appliquant la méthode des polaires 
réciproques, on a le théorème suivant, également dû à 
Poncelet : 


St l’on considère deux coniques et une ligne poly go- 
nale inscrite dans l’une et circonscrite à l’autre, mais 
non fermée, quand les sommets de cette ligne décrivent 
la courbe à laquelle elle est inscrite, la droite qui la 
ferme enveloppe une conique qui a même triangle au- 
topolaire que les proposées ; en particulier, l'enveloppe 
ou le lieu peut coïncider avec l’une des coniques données; 
alors on voit que : si l’on peut inscrire et circonscrire 
un méme polygone de n côtés à deux coniques,on pourra 
trouver une infinité de polygones à la fois inscrits et 
circonscrils à ces coniques. 

La marche suivie dans ce numéro et dans le précédent a 


’ , 


été indiquée par M. Hermite. 
108. Pour trouver la courbe en question, il faut intégrer 
l'équation 


4 


MELLE n 
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elle peut s’écrire 


4 ' 
(PDP) Em 


ou 


ny'dy' {+ y?) = ydy, 


ce qui donne, en intégrant, 


1 


9 


Lo 


2n(1+Y?2) =? +, 


c désignant une constante. 


On tre de là 


; dy I ———————————— 
a —— 2 RES pér 
SN dx MC C) an, 


of "© anay 
VCy2+ ch — {nt 


La quantité placée sous le radical est décomposable en 
facteurs réels de la forme (y*Æa)(y*Æ b), mais il y 
aura plusieurs cas à considérer; pour nous borner à un 
seul d’entre eux, supposons que l’on ait 


ce [ 2n dy 
VQr+ ae) +) 


VA be Dh 
et a << B, on pourra écrire, en posant =, 


(1) a SL u 
NT 
8 Va+u)(G+k2u2) 
Hi Ë désignant le module complémentaire d’un sys- 
tème de fonctions elliptiques dont le module est Æ. Or, si 


l’on a 
tnT = u, 
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on à aussi, comme on le voit par les formules (4) du Ta- 
bleau n° 5, p. 467, 
du 


nn =V{i+uw)(i+k2u); 


l'équation (1) donne par conséquent 


d. Br+h 


= tang am 
2n 


h désignant une constante arbitraire. 


709. La courbe dont le rayon de courbure est propor- 
tionnel à l'inverse de la normale a pour équation différen- 
telle 


9 [0 


(+ y?) n 

PETER 

y'et 7” désignant les dérivées de l’ordonnée y et n un 
coefficient constant. Cetie équation peut s’écrire 


ny'dy" 


dy — 
à (+72)? 


si l’on intègre en désignant par m une constante, on a 


nm 
P+Mm=— —, 
1+7" 
d’où l’on tire 
= MNT 


FSU 


ce qui montre que m + n et m ne peuvent être positifs à 
la fois. Pour fixer les idées, nous supposerons ñ ——p, 
p étant positif, ce qui revient à admettre que la courbe 
tourne sa concavité vers la région des y négatifs, et soit en 
outre p > m > 0; l’équation s'écrit alors: 


nu Re nm + y 
di" dy VAE OUT 


EFRENET. — Recueil. 32 
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(1) Vm(p — m) dx = 


ET MU: ou, à 

A à 
p—m m 

Nous allons essayer d’exprimer æ et y au moyen des 

fonctions elliptiques. Or le Tableau n° 5, p. 467, montre 

tout de suite qu’on peul donner au radical du second 


membre de l’équation précédente la forme de celui qui se 
rapporte à la fonction cn x; il suffit pour cela de poser 


2 Je2 2 
= mu=, 
d'où 
y =Vp—mu, Rae k2= © 


Au moyen de ces relations, l'équation (1) devient 


ss Vm dx [mr + (p — mju?] du 
Le UE fe je Co 
e/— u?) (+ - ue) 


S1 donc l’on désigne par £ une variable auxiliaire définie 


par la relation 
yet Ge) 


4 
(3) U = ———"—=/Cn {, 
ja VAE m 


dé 


on à 


et par suite 


— 


Tr dx = Vp dx =—[m+(p—m)cn?f] dt: 
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remplaçant en°{ par 1 — sn?#, et intégrant, il viendra 


t 
(4) & Vp = const.—pt+(p—m) f sn?{ dt, 
0 


et la courbe cherchée sera représentée par le système des 
équations (3) et (4). Il reste encore à calculer f sn?4 dt; 
nous emploierons pour cela le théorème de M. Hermite 
(p.486). Observons d’abord, puisque sn£ a la période 2 K'/; 
et que sn(2K + t)=——snf, sn?t aura les périodes 2 K/7 
et 2K ; de plus, snt a un seul infini K’7 dans le rectangle 
des périodes, pourvu qu’on ait choisi ce rectangle de 
manière que le pôle K/# ne soit pas sur son contour, et 
ce pôle sera double pour sn?£. Cela posé, l'équation qui 
exprime le théorème de M. Hermite devient ici 


(5) CG = sn?t + résidu [sn? zZ(3—t)], 


le résidu étant pris relativement au pôle unique K/7. Pour 
le calculer, posons 3 — K’z + }, on aura (p. 465) 


sn?(K'i+hA)Z(K'i—1+h) 


(6) L yes ! pes 
-- ass 2 AUS t—t)+ hL'(K'i—t)+...], 


et comme snf est de la forme h + ah%+...(p. 488),il en 
résulte que le coefficient de : j; dans le second membre de 


(6) ou le résidu cherché est 
5 AR: — t). 


On peul simplifier ce résultat au moyen de la relation 


* (p: 464) 


D (2 2x +iK') 
H(æ+iK')=i0(æ)e ) 
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qui donne 
H'(æ+1K) 6 (æ) | 
H(æ+iK)  @(x) 


d’où 


LR — 0) ET 


ce qui transforme la relation (5) en celle-ci 


et par suite 


t f 
(7) f swta=ci-r Poe 
; | 


/ 


On détermine la constante C en remarquant que la valeur 


de Æ2C est celle de a pour £—= 0, c’est- 


a-dire SC QE quant à C, l'équation (7) montre qu'elle est 


@(0) 


nulle. 


710. La courbe dont l'arc s est proportionnel au cube 
de l’ordonnée y a pour équation différentielle 
ce? re 


S ? 


3 


c? désignant une constante que l’on peut supposer posi- 
tive. Désignons par x l’abscisse et différentions, nous 


dy 4 — ç2y2 dy 
/ LE () 7 dx” 
d’où 


(1) dx = W(c2y2—1)(c2y2+1) dy. 


Or, quand on a 


aurons 


dy 
ee 2 2 eee mem à À, 
k'2 
AVARENTEE Fe +1) 
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on en conclut (p. 467) que y — si les modules étant 


£ 


k et K'; supposons £ = K/— —, on aura 


a dy | 
a Un 


I # 


et par suite, en changeant y en cy, 


V2 der 
PA AT CE 0) 
I 
TT ne 
S1 donc, dans la formule (1), on pose cy — _ elle devien- 


dra 


cdr = 


dty2/ : £ KA TReS 
2 cn? cn? J 


La courbe en question est alors représentée par les deux 
équations simultanées 


I 
ccné 


dt ‘ 1— cn#£ LE dt à 2 
cr coté 2 cn#é 2 
Il reste à évaluer l'intégrale 
dt ; 
cn# 6? 


à cet effet, et conformément au théorème de M. Hermite 
(p- 486), nous décomposerons en éléments simples la fonc- 


ŸY = 
(2) 
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À I : 1 
tion ——; et pour cela nous poserons 


cn 
À I 
cu ïÉ Ze 00 


2TL cn#z 


l'intégrale étant prise le long d’un parallélogramme des 
périodes 2K et 2K’7. De cette formule on tire 


(3) C= ir résidu | s Z(s—0)|, 


cn“é cn*z 


le résidu étant pris relativement aux racines de en 3 = 
Il n’y a d’ailleurs dans le parallélogramme d'intégration 
qu’une racine quiest K, mais elle est quadruple. 

Or, nous remarquerons à ce propos que si une fonction 
uniforme F(z), qui n’a de discontinuités que des pôles, 
admet le pôle à de multiplicité p, on a 
E AU A; 


QE SONT QE EE e 
(3—a)? (z—a)r—1 3— 4 


PES + (3), 


#(z) restant finie et continue ainsi que ses dérivées dans 
le voisinage de «&. Cette relation fait voir immédiatement 
que les dérivées successives de F(3)(3—«x)?, quand on 
y fait z—4a, donnent les valeurs des coefficients A,, 
Ap-1, -<.., et qu'on a en particulier pour le résidu A, re- 
latif à ce pôle 
I dp—1 
4 


A1= RE era lF(G)(s— a)? [eu 


Dans le cas actuel, le résidu sera 
1 d3 z—K\t, 
6 dz3 L( cnz ) Ed 2j 
P 1r abréger, È — 
osant, pour abréeger, me SE trouve 
d3 diZ(z—t) duï dZ(z—t) 
Lu Le = EE PUR ET, LEE NRA RÉ BRAVE fie 
| dz3 pee" dz3 He dz dz? 


a D d'L2S SORA 
dz? dz D ‘dat 


(4) 


Z(z3—t), 


drids La …. 


SOLUTIONS. 503 


et la série de Taylor nous donne (p. 488), en observant 


JT 2 
qu’on a ici k=N=®, 


ens=— V2 (s—K)+Ÿ V2 (2—Ky St: 


On déduit de là que, pour z = K, w est égal à Ne 
et que le second membre de (4) se réduit à son premier 
terme, qui a pour valeur 


diZ(z—t) 
LE ds à 
ou 
MATIERE) 
di EY 


la formule (3) devient alors 


pute dZ(K—t) 
cn#é£ s: dt 


et la constante G se calcule en faisant {t — 0 par exemple. 
On aura par suite, au lieu des formules (2), 


V2 


EU ODST: 
2 


| cæ = V2 cer V2 ANRT) 
2 3 de? 


On arriverait à une autre forme du résultat, et qui dis- 
penserait de recourir à l'emploi de la fonction Z, en ap- 
pliquant l'intégration par parties à l’équation (1). On en 
ure, en effet, 


fever er es pe a far as -2 [- . 
C 


+y#— 
d’où 


—— d.cy 
SN RM re eme : LC 
CJ Vtey?—1n(ey?+5) 
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Si l’on pose cy = u dans l’intégrale du second membre, 
on voit qu’elle rentre dans la quatrième des formules (b) 


8 ; d’où résulte 


de la page 467, où l’on a fait k — k'— 


qu’en désignant par £ une variable RP définie par 


l'équation 
LR V2 du 
Viu2—1)(1 + u? D 


DAC — le module de la fonction elliptique 


’ ‘4 f « 2 . 
étant égal à > et aussi 


2 
3æ = y Vciyi— 1 — T {+ const. 


Il suit de là que la courbe cherchée est représentée par 
le système des équations 


C —— 
Y cné’ 
DE Vi—cnté ed 
= ———— — 2 ; 
cnè{ 


711. Pour résoudre la question, on calculera les coor- 
données de la courbe représentée par l'équation 


Di + VS+HITY —T—7Y—=O 


au moyen d’un même paramètre t. À cet effet, par l’ori- 
gine faisons passer la droite 


y = UT; 
les + des points d’intersection seront les racines de 
ai(1+pi)+aonr?—r(i+u)=0; 


d'où l’on tire 


SOLUTIONS 505 


et 
c=pEVu+ (+ u)(G +) 
ou 
m=pEVu+p+ rurieut(/E 
et 


= REVUE RE Ep Er. 


Appliquons maintenant à la quantité sous le radical les 
calculs qui permettent de ramener un polynôme quel- 
conque du quatrième degré à la forme bicarrée. Pour 
cela, 1l faut la décomposer en facteurs ; en l’égalant à 
zéro, l'équation obtenue a pour racines 


2T NAT 
&Œ = COS — + 1SINn — » 
5 5 


en sorte que, en appelant R le radical, on a 
R=4V/(u—a)(u—@)(u—a)(u—at); 


posons 


a +10 
av b!”’ 


(1) HE 


nous aurons 
R — FLN Cab ta NE DRE: 
en groupant deux facteurs correspondant à deux valeurs 
conjuguées des à 
COSw +rsinw et Cosw—Zzsint), 
on trouve pour produit 


v?(a?+ a?— 2aacosw) 


— 2v[ab + a'b'—(ab'+ ba’) cosw]+ b2+ b'2— 2 bb' cos. 


( 


) 
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Pour ramener le polynôme sous le,radical à la forme vou- 
lue, 1l faudra poser 


ab + a'b'—(ab'+ ba') cos _ = 0 


/ 
T 
ab + a'b'— (ab'+ ba') cos Le eh 
et, par suite, on pourra prendre 
VAL . ; ; 
(2) Bérard ME, b—=— 1, b'= 1; 


on aura alors 


e I 
= (v +1} 


T 


2 sin? 
(av sn? 


nous pouvons écrire 


T QT T 2T 
R= SE COS — COS — 1 + v? tang® — )(1+ v? tang? — 
(v +1} 5 5 5 5 


ou, en posant 


(4) vtang T6,  tang T:tangr =; 
5 5 5 k 
k=V1— #2, 
ARE DR cos Ÿ cos 27 {+ AJ AE). 


( 2T ) » 
bcot — + I 


On rend R rationnel en prenant & = tn; on a alors 


4 T 27 dn8 
Ba os — à 
2T 2 9 5 cn?0 
tn 0 cot — + I 
ou enfin 
T 2T 
4cos — cos — dnû 
5 5 à 


2 


(sn Boot + cn0 ) 


T SRE à 27 
+ geos? © ) (a sin? Fe + 4 cos? 5 


D 
l 
| 
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par conséquent, on aura 


27T 27 2T 
tn 0 — tang — 4cos — cos — dn0 
5 5 5 
D ———— ————— a sa PR NE PRE S LION 
DT 27 2 
tn 0 + tang — (sn0 cot 2 Aa 
2T 
tnÔÜ— tang — 
= S 
vs pa 
tnô— tang = 


d’ailleurs, le module k' est égal à ang = ; tang IL est 


plus petit que lunité, et, par suite, Æ est aussi moindre 
que l'unité. 

On pourrait, en partant de ces formules, trouver l’aire 
d’un segment de la courbe; le calcul ne présente aucune 
difficulté, surtout si l’on veut calculer l’aire d’un secteur 
dont la différentielle est y dx — x dy; le calcul est un peu 
long. 


7192. Considérons l'équation 
Po + P;x1+ Porto +. . + PrPre O, 


dans laquelle P,, P,, P,,..., P, désignent des fonctions 
des dérivées p4, Pa, «.., pn de la fonction inconnue «w re- 
latives aux variables æ,,%2, ...,æ,, ne contenant pas les 
variables, n1 w; si l’on observe que 


(1) du = p; dti+ ps dta+...+ Pn den, 

on aura 

d(uU— pi%i—...— Prtn) =— (T1 dpi+ La dpa+...+ Ln dpn). 
Si donc on pose 

pal P = DPiTi + Pate +... + Pn£n—U,; . 


on aura 
dv = æi dpi+ T2 dps+...+ %» dpn 
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et, par suite, 
, 


dp dv 


AADE PR EUUTe 


we 


l'équation proposée pourra alors s’écrire 


dp de 
Po+Pi—+...+P, — — 
« Op: OPn 
Supposons que l’on considère, dans cette équation, ? 
comme la fonction et p,, P2, ... comme les variables; 
elle sera linéaire, et l’on pourra l'intégrer. La formule (2) 
donnera alors 


VTT Qu 


c’est-à-dire l'intégrale de l'équation proposée. 
713. D'après l’énoncé, le système des équations 


Li = duZ1 + 932 +... + Ain In; 


(1) Lao = 121 + 2222 +... + don Zn; 


donne celui-ci 


71 = Xi + Lido +... + An1Tn) 


(2) Bo — jo Pi + Uoo To... GnoŒns 


Où Gp est le déterminant mineur de D relauf à l’élé- 
ment @pg, le déterminant Ex; 22. ..0nn élant d’ailleurs, 
comme on sait, égal à unité. Si l’on conçoit que dans w 
les variables + soient exprimées en fonction des variables z, 


on aura 


LT A Conte # PAL" 
07: Dé 03: Lx ne) 12 + HU 0Zn DE 


Æ9 
ou du ou ss LL 
caen Poe QC amer) 
032 PR re 


| 
| 
| 
| 
| 
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On üre de là 
du du ou du Qu ou 
REX a M EX = 
0x: guers Ta HOTTE à 0Tn Le da | rage set La 0&n” 
en posant ; 
han 


CR EN nr Xi HP CIXS den NL NA dh ee 


R=A 


Pour démontrer l'égalité (A), différentions l’équa- 
tion (3) par rapport à z, en tenant compte des rela- 
tions (1), il viendra 


=S (Te ne more ++ ad +. 
eee e4 ne (04 [#2 Xhn 
_ 1p%hAp dæ: 2p hp dzp Rp%hE 5 
S1 l’on fait successivement dans cette équation 
M'A NVINEGEZ 
, a k L Il @ 
et qu’on ajoute les résultats membre à membre, en obser- 
vant que l'expression 
ha ki + Ah24r2 He + AhnAkn 


est nulle pour Æ différent de À et égale à D pour k — A, 
on trouve la relation (A). | 

Si, au lieu de différentier léquation (3) par rapport à 
Zp, On la différentie par rapport à l’une des variables x, 
æ4 par exemple, on arrive à un résultat digne de remarque. 
On trouve en effet ainsi, en ayant égard aux relations (2), 


FN n 0Lp , = 
que la dérivée ren AE présente sous les deux formes 


Lg 
0Zp 0Z 0Z OZ, 
(4) FEAT D ET Faahe * Pr Le 
_ y 0%, 0 De 


a E pt... + An,pe 
Ta VX 034 Ty 
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Or, si l’on donne à p et à g toutes les valeurs entières 
de 1 à n, on pourra former le déterminant 


> side 0Z; Le À Nes 
A OT 0T; 


et l’équation () montre qu'il est égal au produit de 


OZ 02» 
——— . + ) 
0Z1 0232 _— — À par æ Li L22 + + Ann; L équa 


tion (5) prouvant aussi qu'il est égal à 


D 0X; 0X2, OX» x 


021 0% En 
multiplié par la même quantité, il en résulte À — B. 
Si l’on applique ce résultat à l'expression 
du 
(REPAS nee Sa le Css ne 
Ta 
qui, par le changement de variable, devient 
(Zi — sa) De + (Zi sa) De ere 


on voit que l’on aura, quel que soit s, 


nt AVE CN Le 
0%: La 07» 027; ER Sn 
a 4 2 1e LR PURE A DHL 
0%: 0% OT 02 Oz 2) 


les coefficients des diverses puissances de s seront égaux, 
et l’on aura en particulier, comme tout à l'heure, 


OX RER ho 10% AD o OA OIL 
Fer de sn PES NME SUR T8 


0%: Oo 


714. L’équation proposée ren{ermant plus de deux va- 


SOLUTIONS. Bit 


riables indépendantes, la règle de la page 372 ne lui est pas 
applicable. Aussi croyons-nous utile, à cette occasion, 
d'indiquer une marche à suivre quand il s’agit d'intégrer 
des équations de la forme 


(1) F(3, æ1, To, +. Tn; Pis Pas +.) Pn)= 0, 


où z est une fonction de n variables indépendantes x,, 


x 03 
HIT EPETR CR OUT ON AN Dre Er h recevant toutes les 
; è 


valeurs entières de 1 à 72. 

Dans le cas général, une fonction z de æ,, a, ..., Zn 
qui satisfait à (1) et qui se réduit à une fonction arbi- 
traire € de æ1, &o, ..., Æn_1 quand on y donne à æ, une 
valeur déterminée &, choisie à volonté est dite l'intégrale 

LS f : 
générale de (1). 

Une intégrale complète de (1) est toute équation entre 


z et les +3 qui salisfait à (1) et renferme 7 constantes arbi- 
traires. 


Soit 
(2) FAT Ti, Po, +, ns A1, A; ne On) =10, 


une telle équation; on peut concevoir qu’on en déduise 
une solution de (1) renfermant une fonction arbitraire de 
n — 1 variables et qui coïncide généralement avec l’inté- 
grale générale. Pour cela, on y considère les arbitraires 
comme des variables et en y supposant «, remplacée par 
la valeur 


(3) An — (1; A2, .…., An=1), 
où © désigne une fonction arbitraire. On en déduit les 
équalions 


PL, Cr of 


RE = 0 OR. ht 
; da; d 0; 4 04: 


L'intégrale générale s’obtiendrait en éliminant @;, 
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Go, +, An_, entre les équations (2) el (4), mais l’élimi- 
nation n’est pas possible, à cause de la fonction arbitraire © 
qui entre dans (2) et dont les dérivées partielles figurent 
dans (4). On conserve alors le système des équations (2)et 
(4) qui définit l'intégrale générale d'une manière suffisante. 

La condition imposée à l'intégrale générale 3 de se ré- 
duire à une fonction arbitraire 6 —0(x,, æ2, .., æn_1) 
quand on donne à æ, la valeur déterminée quelconque &, 
entraîne des conséquences dont 1l faut tenir compte. 

Si l’on pose, en effet, 

dé = 51 dti + De dti +... + Dn-1 dEn-1, 


on devra avoir, pour Tr — Er, non seulement 3— €, mais 
encore 


P1i—= 1; P2 = So; ….) Pn-1—= Dn—1: 
Outre les intécrales complètes et l’intéorale générale 
O 5 , 
l'équation (1) peut encore admettre une solution dite £n- 
q P 
tégrale singulière qu’on obtient en éliminant les con- 
stantes arbitraires entre l'équation (2) et les équations 


of of D 


Ga A Ô) . = 
o0&; ; 02 4 d dan 


O. 


La recherche des solutions de l’équation (1) revient 
donc, en définitive, à celle d’une intégrale complète. 

Ce dernier problème est ramené lui-même à l’intégra- 
uon d’un système d'équations simultanées 


1 dx CDR ANT RO AE dz 
(5) P: Fi Po ON RANCE P,  Pipi+ Popa+e. + Pypa 
ÿ — dp; — dp2 LMPR BE — dPn 
X1+ Lp: X2 + Z pa Fr Xp 
où l’on a 
0F 0F 0F 
LIT, XY= ES RE 
03 PE Der 


h prenant toutes les valeurs entières de 1 à n. 
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IL importe de remarquer que l'équation (1) peut tenir 
lieu de l’une des équations de la formule (5). 

Supposons ces équations (5) intégrées et que l’on ait 
déterminé les constantes arbitraires de manière qu’on ait, 
OU L =E 


FAST LR Un DR D): 
et soient alors 


3 — @ (Gn; Éi; ds.) En-1; ë; Us On), 


(6) Ti OMR Es Vient Mb UD); 
TS ON PS MEL RE RL - 
Dre il One dent Cole mn) 
Pi = Wi(Tn, Er ….) TES Ce DA): 
{g) À esse sessions 4 


Pn— ba(Tn, Er, ., RER ag D; Wn) 


les intégrales résolues par rapport à 3, x,, ..., æ»_1, 
HD 

L'intégrale générale de (1) sera le résultat de l’élimina- 
HOME, C1. Er o  ., wy, entre lésir équations 
(6) et les 7 + 1 équations 


EC EL. DCE 5 TDi, W2y ..., On) = O, 


DEA, £a; …..) Ext) 


_ _ 2 _ 2 
LTÉE Farm SO" CEE mr PS 


mais l’élimination ne sera possible, en général, que quand 
on aura fixé la fonction arbitraire 0. (Voër, pour la 
théorie, le Calcul intégral de M. Serret, d’où ce qui 
précède est un extrait à peu près textuel.) 

Revenons maintenant à l’équation proposée. 

Pour intégrer cette équation, qui peut être considérée 
comme la généralisation de celle de Clairaut, il n’y à 
pas besoin de recourir aux méthodes générales; posant 


FRENET. — Recueil. 33 
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03 03 


ms = Par jee Pa ce elle devient 


3 = PT + Palo +... «+ Pnn + f(P1: Pa .. «, Pn) 


et 
(1) 3 = AT + lot... + AnPn+ f(Ai1, Ga, + .., An), 


Gi, 2, ..., An désignant des constantes, en est une inté- 
grale complète. L'intégrale générale s’obtiendra en posant 
An @(4iar te, ann) ettén éliminant 4,40 0e 
entre l’équation (1) et ses dérivées relatives à &,, &3, ..., 
&n_1 3 indépendamment de l'intégrale générale, il existera 
encore des intégrales singulières que l’on obtiendra par 
les procédés connus. 


03 


715. Pour intégrer cette équation, posons p; — 5,” elle 
h 


deviendra 
(1) PITi+pPiTit+.. HpiTi=]I. 


Pour intégrer cette équation, on formera les équations 


L'RAPI SR URI 
(2) æ1 pi Us pe AE 
RAC LE 2 EME REC dz 
MIE IP NT PITI +... EPATE 


Ces équations, auxquelles on doit adjoindre (1), sont sur- 
abondantes. Intégrons-les en prenant p;=w,, p2=0, ...; 
Dies, OC MA ICO Le MO UTPOURE 


Pi dti + T1 dp1= 0, LÉ. 


d’où l’on tire 


(3) 


PnEn— Daén; 


| 
| 
| 
. 
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on a ensuile 


dx; dre 
ds = rs w— 2,4 
| Ti D1Ë: La Wa 60 
ce qui donne 
I T1 
e- y 
z—t=— DS 
, 181 p. 61 
(4) I T I 53 
: = loc en ARE Tome 
Doto © Es Dan Fe En 


et à ces formules (3) et (4) il faut joindre 
(5) mic oibi+...+wiEi =, 
qui servira à définir w, et à l’éliminer. Cela posé, pour avoir 
l'intégrale générale de (1), ou la valeur de 3 qui seréduit 


à la fonction arhitraire 0(x,,%°, ..., ©n_1) pour + = b, 
on éliminera les p, les &, les & etC entre (1),(3),(4),(5)et 


Ë = O(Ë:, . on 
(6) se : 


D1— =) ste Ur — 
0Ë: 2 1—1 


On peut aussi obtenir une intégrale complète en élimi- 
nant les p et les w entre (1), (3), (4), (5), ce qui donne 


et en déduire toutes les autres intégrales. 


716. Soit 3 une fonction de æ,, æ&:, ..., &n; si l’on pose 
0z .. : : 
—— —= p}, la condition pour que le hessien (p. 05) de 3 soit 
nn 0 pour q (P: 95) 


nul s'exprime par l'équation 


C4 RU OR CI TT 


OPid MOTS Th 
DCR TAN SOU 
OX, 0T9 dr l0: 


pa Pa... 
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le jacobien (p. 98) des fonctions p1, Po, ..., pa est donc 
nul et il existe entre elles une relation 

(1) F(p1; Pa; ...,Pn) = 0; 


F désignant une fonction déterminée. Pour intégrer cette 
équation du premier ordre, il faudra (n° 714) former les 
équations ordinaires 


LEP RESR GTa et 
Jr pe PE es ace 
(2) d Ve RE 
dpi "Epse, V272 — dz 
9 oo MP EN SNS ANR 
1 Gps AMAR 


ARS 4 
Si. l’on désigné alors paré, 620 - m: 0, 0008 
valeurs de ti} Moss Dale 3 UDOUTEUE ER IOn 
aura les intégrales 


(3) P1i= Si; P2—= Wa; PT 
CEE E (Re LUE en es 
(4) 0F EE 0F En lee "5 is CRT EMA 
da; 0m: SFR nie pre 


avec la condition 
(5) F(wi, Ge, .,., mur) = 0. 


Pour avoir l'intégrale générale de (1), on désignera par 
G(æs, Toy ee. Tn- 1) une fonction arbitraire de æ;,x», ..…., 
Zn_1, et on éliminera les p, les æ, les Ë et € entre (3, 
(4); (5), (1) et 

C = O(Ë1, É, -.. En1) 
08 Où 


.…. TD n—1 = 
Ta : 


Di — 


On peut donc dire que (4) et (5) donnent la réponse à la 
question, si l’on suppose que, dans ces formules, w, est 


than. ci 
’ 
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donné par (5) et que €, m1, w», ... y représentent une 
fonction arbitraire de &,, ..., 6, , et ses dérivées. 

Autrement, considérons la fonction 
32 = ATi+ Gala tr... + AnTn+ Ant; 


is As +, An désignant des constantes liées entre elles 


| par la relation 


Hair ar a7)=10; 
et a&r4, une fonction arbitraire o(ai,@2,...,@n_1). Il 
est clair que l’on aura } 
03 0z 


= — FN D .….. 
0x 1 0Ta 29 ) 


El QUE &i Li + Aota +. + An Ln+ Any est une intégrale 
complète de (1) : donc l'intégrale générale de (1) s’obtien- 
dra en éliminant &;, &>, ... entre les équations 


32 = dli+ lo +... + Anln+ o(ai, (4 CEST An=1}; 


Neue, 0 0F _0F 
RON L) Tnuogat 

9 dE _0F 
RS 0 PR re à DA 


717. Pour intégrer cette équation, nous poserons 
& EUR, ï. 44 = ES 
elle deviendra alors 
(1) pi g+ 172$ = 0; 
nous formerons ensuite les équations différentielles ordi- 
naires 
s dp. dq. nodr 


ri aan, raté 
— dus — dy — ds. — df 


2 
2pP 2q 5 Ye 2p?+2q?+2r? 


(2) 
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auxquelles nous adjoindrons (1); leurs intégrales sont, en 
appelant æ6, Vos 303 Pos Go» l'o> fo les valeurs initiales des 
variables, 
P = Po+ 3(T — To), 
4 = Go+ ay — Yo) 
DERSER CA RU: 
HAS ET OT es 
Po 


go ro 
504 24.2 
fo= Pi + qi + ri 


DAS or el mi 


Nous obtiendrons une intégrale complète en éliminant p, 
ds ls Pos Qu; l'o. Gette intégrale est 


(3) 4 —Vh) = (xd) +(y — 7} + (3 — 2): 


Pour obtenir l’intégrale générale, on pose, & désignant 
une fonction arbitraire, 


(4) Jo = (To; Yo; 20); 


on élimine ensuite x, Yo, 39 entre (3), (4) et les équations 


k=a( oi) 


TX —%) PTT LOF ET 20 


ECO) 


Je suppose que l’on égale f à une constante a; on ob- 


que lon peut écrire 


tiendra une surface qui sera une enveloppe de sphères de 
rayon constant et dont le centre sera assujetti à décrire 
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une surface 5(X6, Yos Zo) — 0. La surface f — a sera donc 
l'équation d’une surface parallèle à 5 = o. 

718. Pour intégrer les équations 


dx = x du + y dv, 
dy = y du + x dv, 


qui satisfont d’ailleurs à la condition d’intégrabilité com- 
lète. on intégrera d’abord 
P ) 


dx à LPS 
PAT A du 7” 
et l’on aura 


T = Loeb, Y = Joe! 4; 
puis on déterminera +, et y, au moyen des formules 
dTo = Yo dv, Vo a 
d’où l’on tire 
Lo = ae" + be", Vo—= ae — be, 


a et b désignant deux constantes arbitraires. On en conclut 


Ti ebti(ue"-Rberv), 


V= eur de" — be"). 


719. Il est facile de s'assurer que l'équation proposée 
est intégrable. Pour l'intégrer, on fera dz — 0, et l’on aura 


(y?+yz) dx +(x?+ x3) dE 0, 
_que l’on peut écrire 


dx PAUSE 
DE XS VE YS 


? 


l'intégration donne 


2 
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ou bien | 7 


(1) 


TV Li ToVo 
(G+y+3) (++) 


æo et Yo désignant les valeurs initiales de x et y. 
Pour déterminer x+,, on a ensuite 


(VË+Y0Z) dTo— To Yo dz = 0 
ou 
(Yo+ 3) dto— To dz — 0, 


d’où l’on tire 


+ 3 
log Dour Jo 
æT VUE Z9 
et, par suile, 
Morte 
To —= Loo 
Yo+ Zo 


cette valeur de æ, portée dans (1) conduit à la relation 


TV 00 4 
Cr eu mn ur in 0 NE =) à 
ie ee An Too + Yo + Zo 


intégrale de l’équation proposée. | | 
720. L’équation | 
(2?— yx) dx + (x?— 27) dy +(y?— 3) dz = 


présente des difficultés quand on veut lui appliquer la 
méthode générale; mais, si l’on observe qu’on a identique- 


ment 
Xx+Yy+Zz=o, 


on en déduit la double égalité 


y dz— dy zdx—xdz xdy—7ydx 
—————_— = ————— = — —————— ; 


22— 2y L?— V3 VAriTs 


(2) 


et l’on voit que, en prenant pour variables les rapports de 
deux quelconques des quantités x, y, z à la troisième, on 
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est ramené à l'intégration d’une équation différentielle à 


. A # . 
deux variables. Posant donc = =u, : — ÿ, et faisant en- 


. do Cp. L 
suite > —p, on trouve l'équation 
(u2— p)p+(i— us) = 0. 
En la différentiant, on en tire celle-ci 


dpasu du 
PNUD 


dont l'intégrale peut s’écrire 
(3) (p+r)(p+a){p+ax)* = C(u—r1)(u—a){(u — x')*, 


4 et 4! désignant les racines cubiques imaginaires de l'unité. 


k X A ; 
Comme on a d’ailleurs p —— y'u— = en substituant 


ces valeurs dans (3) et supprimant les facteurs communs, 
on obtient pour l’intégrale cherchée, 


(t+y+z)(r+ ay +az)#(x +ay+a'z)# = C. 


On en pourrait chasser les imaginaires, mais Le calcul est 
sans difficulté et'sans intérêt. 

Revenant à la relation (2), on reconnaît facilement que 
la valeur commune des rapports qu’elle contient est égale à 


X dy +Ydz+7Zdx. 
Lt Xz+Yx+Zy ? 


comme on sait d’ailleurs que la différentielle à deux va- 


riables M dx + N dy admet 


I x s ; 
Mz+Ny pour facteur inté- 


grant, l’analogie porte à examiner si l’expression 


I 
Xz+Yr+2y 


= 


© 
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ne jouirait pas de la même propriété à l'égard de 
X dy + Y dz +2 dx. 

Pour simplifier le calcul, posons 

Xs3+Ym+ly=2+ys+z— 3xyz =; 


d’où résulte 


et l’on trouve que les conditions d’intégrabilité reviennent 
ici à l'existence des équations 
VE MANIERE CZ 

g' NS FAIR SUN 


(4) 


-G 


dont la vérification est immédiate. 
On constate que c’est aux mêmes équations (4) que doil 


. . I F4 . , LA 
satisfaire = pour être un facteur intégrant du premier 


li 
membre de l’équation (1), et il l’est évidemment aussi de 


la différenuelle 
X ds + Y dx + 2 dy = de. 


On peut noter l'identité suivante 
X9+ V4 73-3XYZ (20e Aya 


conséquence immédiate des relations (4). 

L'existence d'un facteur intégrant commun aux trois 
différentielles considérées se rattache aux propriétés des 
fonctions de la forme 


f(æ+ay+uaz)=P+Qu+Ra, 


qui sont elles-mêmes un cas très particulier d’une théorie 
générale exposée dans un intéressant Mémoire de M. Lau- 
rent Sur les Équivalences algébriques et lÉlimina- 
tion. (Nouvelles Annales de Mathématiques; septembre 
et octobre 1886.) 


so vos 
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721. La composition de D conduit à introduire ici deux 
expressions de la forme À + db, Vo + wd, et l’on con- 
çoit qu’en prenant pour À, 4, N, u/ des fonctions entières 
convenables, on puisse égaler ces expressions à d’autres 
fonctions entières données quelconques. En conséquence, 
nous poserens 
Âp + ph =R, 

(2) 
\'o+n'd=S, 


et il importe de remarquer que le déterminant 
! ! 
A—= Àu 24 À 


est nul pour les systèmes de valeurs de zet y qui annulent 
R et S sans annuler à la fois o et d. Or, si l’on différentie 
CHIOTS 


09 “= » 29 , 0 
Ka EU a: ie al rdnet 
09 ” , 2®  0Ÿ 
D dy ay | 0y “ 


d’où l’on tire, pour les valeurs de & qui satisfont à (1), 


(3) R'S'— DA: 
or, si l’on développe Re suivant les puissances décrois- 


. . I , 
santes de +, on sait que le coefficient de = dans le résultat 


est D pre Die 5” Æp désignant une racine de R(x) = 0; donc 
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le coefficient de — + dans le développement de ROLE 7 sera 
Dre » V4 désignant une racine de S(y)= 0. 
Il en résulte que Dane see sera le coefficient 
de —- dans 
TY 
F(æ,y)A(x, y). 
RZIS GIE 


mais A(æp, 4) est nul, excepté pour p = q, d'après ce 
que nous avons vu; donc la fonction symétrique 


De vi)F(ænyi), 
R'(œi) S'(Ji) 


est le coefficient de —- dans le développement de l’expres- 
TY 


sion (4); en vertu dé (3) cette fonction symétrique est 
égale à 

F(ZpYp) 
(5) RAP AL 

DT» Jp) 


ce qu'il fallait démontrer. 

Supposons o de degré m, d de degré », le plus peut 
de ces nombres n'étant pas inférieur à 3, les degrés 
de À, um, N, w seront mn—m, mn—n, mn—m, 
mn— n, le degré de À sera 2mn—m—n, celui de 
D, m+n—2. Si donc le degré de F est au plus 
m + n—3,c'est-à-dire si F est de degré moindre que D, 
le numérateur de la fraction (4) sera de degré 


Mm+n—3+omn—m—n 


ou 2mn— 3, le dénominateur de degré 2mn et le coeffi- 


cient de en sera nul dans le développement de (4); donc, 


0 
! 
| 
1 

. 
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Si Fest de degré inférieur à D la fonction symétrique 


F(Tp,Yn) 
D(xTp;, Yp) 


des solutions de o(x,y)= 0, Ÿ(x, y) = 0 sera nulle. 

Si le plus petit des nombres m et n était inférieur à 3, 
les relations (2) pourraient n'être satisfaites qu’en donnant 
aux multiplicateurs des degrés supérieurs à mn — m et 
mn— n, mais la conséquence précédente n’en subsisterait 


pas moins. 
122. Si l’on pose, pour abréger, 


dv do où 04 
Me Paire 7 W= 2—=—— ) 


et qu'on différentie les équations proposées en désignant 
par ÔY la différentielle de Ÿ prise par rapport à ses coeffi- 
cients sans faire varier æ et y, on voit que les points x, 
Y? satisfont aux formules 


vo. dx + vw dy = 0, 
di dx + V dy + db = O, 


d’où, en éliminant dy, 


(p1 Ye 


grd) dr = 0Y.9, 
et, par suile, 
F(x,y)dz  GWF(x,7) 
qa(a,J)  GiŸa— Vie 


Si dans cette formule on fait æ = %1, æ2, ... et si l’on 
ajoute les résultats en supposant F de degré m— 3, on 
aura, en vertu du théorème du numéro précédent, 


D F(Zp;Yp)drp 1 
La(Tp:Ÿp) 


L'idée première de ce théorème est due à Abel, la démon- 
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stration précédente est de Clebseh. Cauchy et d’autres 
géomètres ont donné des formes un peu différentes au 
théorème d’Abel (Comptes rendus, mai 1841). 


723. Coupons la courbe 
(1) pi (17) 7) 


par la parabole 
Y=Ii+$r+ax? 


qui la rencontre en trois points variables avec « et 5 dont 
nous appelleronsles coordonnées (x,, y1)(æe,Y2),(&s,Y3) 
et au point fixe æ — 0, y —1. La fonction © du numéro 
précédent étant ici y?—(1—x?)(1—#?zx?), on a w:—2y, 
et le théorème d’Abel donnera 


dx; dTo dr3 : 
nn 
ou 
dx: dTe 
A EE) 
dT3 


0; 


SR ANR Re 
| Va —23)(— 23) 
OT Æy, Lo, &3 Sont les racines de l'équation 
(1— x?) (1 — k2æ?) = (1+ fr + ax), 
dont on a supprimé la racine æ = 0, soit 
Ti(kK2— @2)— 2aBr?—(1+ A+ 2a+ f?)x — 28 = 0. 


On en conclut 


248 
Ti To + LD3— 72 2? . 
EMILE | 
26 . 
Li Lo T3 — JET L 4 
L 


et par suile 


(3) 


NTI TS 


La To Ta 


| ES 1 À 
D 
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DEA | 


On a, d’autre part, 
Ji=1+$ritari, JYa=1+fri+ ar, 
d’où l’on tire 
La V1 — T1 Va = (T2—21)(1— a T1), 
et, en remplaçant «& par sa valeur (3), 


IE 72 
(4) Lg = — 1"? 2. 


To Yi — TV1Y2 


Cette formule est une conséquence de (2); or, si l’on pose 
PUS Us — SC; (2) devient 


da+ db = de=0o 
ou 


(5) a+b—=C—0c, 
C désignant une constante. Mais (4) donne 


sn?a — sn?b 


sn C — 
snbsn'a—snasn 0’ 
et snc s’anuulant pour a —— b, c s’annule aussi, et l’on a 
C—oetc——(a+b); de là résulte la relation 
sn? — sn? 
sn(a+ b)=— 
( ) snbsn'a—snasn bd’ 


et l’on retrouve la formule connue en multipliant le se- 
cond membre haut et bas par snb sn’a + sna sn'b et ob- 
servant que sn/a = cn a dn a. 


724. Pour trouver l'aire d’une courbe du troisième de- 
gré, nous montrerons d’abord que les coordonnées x, y 
d’un point quelconque neuvent s'exprimer au moyen des 

P que ; P 3 
transcendantes elliptiques. À cet effet, plaçons l’origine 
des coordonnées sur la courbe: son équation prendra la 

Ù d P 
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forme e 
Ps Pas ro 


©3, ©, ©1 désignant des polynômes homogènes de degrés 
3, 2, 1, en sorte que, si l’on pose 


Ve 
l'équation précédente pourra s’écrire 
D?b3(t)+rbo(t) +h(é)= 0, 


Us, Vo, Ÿ, désignant des polynômes entiers en # de degrés 
3, 2, 1; on en conclura 


2 V3 


Ainsi on peut exprimer x rationnellement en fonction de t 


FF 4 = 


et d’un radical ÿT, où T est du quatrième degré en t, 
par suile y = {x est de la même forme. 

Pour introduire les fonctions elliptiques dans l’expres- 
sion de x et de y, nous poserons 


Vi—4dds= att+ bB+ct+dt+e, 
puis nous ferons la substitution 


__ÀAs+p 
PRE PUS vus 


s désignant une nouvelle variable et À, x, N, w/ des con- 


stantes ; L,, b,, L, se changeront en des fonctions ration- 
nelles de s, et l’on aura 


ati+bti+ct+dt+e 


= RCE (Ast+Bs+Cs?+Ds+E), 


A,B,C,D,E désignant de nouvelles constantes; on sait que 


| 
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l’on peut choisir À, x, N, x de manière à faire évanouir 
B et D, en sorte que l’on pourra poser 


T+f(s) + g(s)V EE p?s2)(1 E g?s?), 


f{s) et g(s) étant des fonctions rationnelles et p, g des 
constantes. y sera de la même forme et contiendra le 
même radical; il ne diffère de x que par un facteur ra- 


tionnel. En posant alors, suivant les cas, ps ou gs égal à 
snu Cnu 
* dnu  dnu 
leurs inverses (p. 467), on aura x et y sous forme ration- 
nelle en snw, cnu, dnu. 
La différentiellé y dx de l’aire de la courbe pourra donc 


l’une des fonctions snw, cnu, dnu, inuw où à 


s'intégrer au moyen des fonctions elliptiques. 


725. L'hyperboloïde à une nappe 


peut être représenté par l’ensemble des deux équations 


PR e 
= cos? — = sin, 


() 


GS S8IS 


. z 
sing + = cosy, 


ou encore Ê 


I 


cos Ÿ + £ sin, 


os S8IS 


o | 
| 


z 
— sing — = CosŸ. 


Ces équations (1) et (2), qui n’en forment en réalité que 
trois distinctes, représentent des génératrices passant l’une 
au point x = a cos®, y —b sin®, :—0, et l’autre au point 
æ—acosh, y—bsint, :—0o; elles sont d’ailleurs de 
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systèmes différents. Par leur rencontre elles déterminent 
un point (x, y, 4) dont les coordonnées s'expriment en © 
L d par les formules 


© + d 
: cos 
sin (o +) 2 
ZT — Ÿ sine + sind = a AE APR 
SINO + Sin! © — 
7 SOS EURT 
1 
. + 
sin(o+v) ri | 
2 
at pt SORT 2R° Da 
COS Y + cos d — d 
COS +" 
2 
; ; Ho ee P 
sin® — sind 2 
S = — — = —Ç ——— 
cosŸ + cos o—4 
; cos - 
2 


Or, si l’on observe que l'on doit avoir, en appelant s l'arc | 
de courbe tracé sur l’hyperboloïde, 

LE GES 

0 “? oÙ ÿ, 
ou | | 


Jr \ ? 0y\?  /oz\? 0x e) à 
MOROCCO AOC) 
ACC ACAENCOEC) 
cette équation représentera, à l’aide des coordonnées ©, à, 
léquation des lignes de courbure; en remplaçant dans 


celle équation les dérivées partielles par leurs valeurs, on 
trouve 


HE Vi ksin?4 do = V1 Æsin?o dy, 


formule où 
b2— a? 


k2 — ne 7e med 
c2 + D? 


L’équation des lignes de courbure est donc l’équation 
d Euler, ou sous forme finie 


cosp = cos® cos + sinv sind ÿ1 — Æ?sin?p. 


da Cie 
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En remplaçant dans cette équation sin®, coso, sind, cosŸ 
par leurs valeurs tirées des équations (1), on trouve, pour 
la projection des lignes de courbure sur le plan des xy, 


HU PR D NET NE — ? sin? 
(E+ H ) cos = (: R)=(r m) Vi— k? sin?u. 


Au fond, comme on connaît les équations des lignes de 
courbure des quadriques, l’analyse que nous venons de 
développer est une nouvelle méthode d'intégration de l'é- 
quation d’Euler, 


à à Haut s r2 ” ñ 


| 


f an L in! n 
A “at 
) È pl 1 CPE OR ON 
J'HE AO até 290$ 1 LITE 
’ : Val he. . 15 n 
, ; nn." F 


éd 


FORMULES CONCERNANT LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


(Wotation de Weïerstrass.) 


Rine 
q — 1, 


rT 
? 
2: 


6, (æ) = 2Y ab trs + 1) 
0 


Le) 


0(X) = 1 + 2 D (— 1)*g"° cos 


1 


Int L 
20; 


2 


DEA 4 
2 
2: 


03(x) = 1 + 2 © g cos 
1 


Le) 4\ 
MEN Sy l)sin(an +1) _. 
0 


ANT E 
B(x) = 03(x + wi), 01(x) = 03(æ% + w2)g'ert:, 
0(æ) = —0,(7 + wi), 
0,(%+2w)—  03(x), 6,(% +2w2) = (x), 
0,(x+2w;) ——0,(x), 0(æ+2w)—=—0 (x). 
Tix 
03(T +2uw) — g—le %163(æ), 
Tir 
B(T+2w))=—g te 0(x), 
Tix 
Oi(æ+aw)= grie Wiôi(x), 
Tix 


O(æ+2w)=—qg ie Wô(x). 


b34 FORMULES CONCERNANT LES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 


Zéros de 
* 
) 2 M1 V1 + 2 Mo Wo, 
ô; Wi+2Mi 01H 2MaU00, 
Û, Wo + 2 M1 W 1 + 2 Mao, 
FE © + W2 + 2 71 W1 + 2 Mo Wa, 
11Xx? 0( 
A0 
CET) —=\e M: - 
( ) ü'(o)’ 
L 9 25 
on pose 
IT 
F4 RTL R2 
Wi + Wa + W3—=O, NT+M+13—=0; 
on a 
S(T +204) = — o(æ)enalu+w), 
s'(u) » 
TX) = LI bA 
= PG)=—T(æ) 


C(T+2w,)=E(T)+2n, 


p?(x) = 4pi(r) — g:P(r) — 83 
= 4[p(x)— ea ][p(x) — e][p(r)— es], 
P(wi)=e,  p(wr)=e, pus) =es. 
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